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INTRODUCTION 

On a souvent l'occasion de saisir dans la nature un reflet 
des formes rigoureuses qu'étudie la géométrie. Sans insister 
sur la cristallographie qui en est la plus frappante manifesta- 
tion, mais qui relève uniquement des forces physiques et chi- 
miques, nous en trouvons dans les corps vivants plus d'un 
exemple. 

La botanique nous présente des végétaux dont la frondaison 
dessine une sphère parfaite. Des cônes de révolution circonscri- 
vent exactement le feuillage de divers arbres, ou en modèlent 
le tronc avec une grande précision. La loi de l'insertion des 
feuilles sur la tige accuse l'influence de l'hélice, dont le pan- 
danus nous présente les spirales elles-mêmes dans leur conti- 
nuité. 

Le règne animal de son côté a reçu du créateur certaines em- 
preintes géométriques. On y remarque chez les zoophytes la di- 
vision pentagonale, la moins simple précisément de celles des 
études élémentaires. Les zoologistes ont signalé dans le nautile, 
dans l'ammonite le caractère de l'une des lignes planes les plus 
remarquables, la spirale logarithmique. Le cérite, l'hélix dessi- 
nent des courbes gauches d'une frappante régularité. 

A-l E. 4822 



Il m'a semblé intéressant d'appliquer les ressources de l'ana- 
lyse géométrique à J'élude de la plus élégante de ces surfaces, 
en lui conservant pour plus de simplicité le nom qui lui appar- 
tient dans l'histoire naturelle: le nautile. Mais il est arrivé qu'au 
cours de celte étude, clic s'est élargie d'elle-même, et m'a en- 
traîné a des développements plus étendus. Pour l'exposer ici 
dans son ensemble, il sera plus simple de procéder du général 
au particulier. 



PREMIERE PARTIE 
Surfaces à front générateur 

§1 
Préliminaires 

1, Nous emploierons conçu rrcmmcnt les coordonnées rectan- 
gulaires: abscisse x, ordonnée y, altitude z; et les coordonnées 
mixtes: rayon vecteur horizontal^) 



l{=)/x*+f, 
longitude 

y 

m — arc tanff — , 
D x 

comptée a partir du premier méridien ZOX, autour de l'axe 
zénithal OZ, enfin la latitude 

k = arc lang — , 

rapportée au plan de Vèquatmr XOY. 
On a d'ailleurs inversement 

fçsR cos o>, y — R sin o>, x = R tang X. 



(*) Nous désignerons par p le rayon vecteur de l'espace 
p = ^/jc* -|^ y* -|- z 2 . 



2. L'objet essentiel de ces recherches concerne les surfaces h 
front générateur, que nous constituerons de la manière suivante. 
* Nous nous donnons dans le plan de l'équateur (fig. 1) une 
courbe directrice 

r = F(ô). 

Je désigne par r, 8 les coordonnées polaires planes de son 
point décrivant M, 

afin de prévenir tou- n % 

te confusion avec 
celles R, o>, i des 
points N de la sur- 
face. 

Par le point dé- 
crivant je mène, per- 
pendiculairement à 
î'équateur, un plan 
qui prendra le nom 
de front générateur. 
Il est indiqué par sa 
trace FF', autour de 
laquelle nous le ra- Fig. 1 

battons pour mon- 
trer, en trait pointillé, la courbe génératrice FNF'. Nous la 
représenterons par l'équation 

entre son abscisse £ = Mn et son ordonnée * = N», rapportées 
au point décrivant comme origine, a l'aide des axes MF dans 
l'équateur et MZ' parallèle a Taxe zénithal. 

La condition fondamentale qui dominera toute cette théorie 
est que, pendant le mouvement du plan de front la génératrice 
reste semblable a elle même par rapport au point décrivant. Le 
rapport de similitude, arbitraire comme tous les autres élé- 
ments de la question, sera représenté par la fonction 

T (6). 

L'équation de cette génératrice, à chaque, instant de sa défor- 
mation progressive, prendra donc la forme 




(i) 



#) / L?wJ' 



Enfin un quatrième élément détermine à tout instant la po- 
sition de la trace du front par rapport au rayon vecteur de la 
directrice, a savoir l'angle de ces deux droites 

i = <K6). 

La surface à front générateur se trouve ainsi constituée à 
l'aide de quatre éléments fonctionnels arbitraires, que nous 
représenterons d'une manière abrégée par F, f, 9, ^, en y sous- 
enlendant la variable, lors qu'elle sera suffisamment désignée. 

Etablissons d'abord deux formules fondamentales. 

3« La première présente ce caractère spécial de rester indé- 
pendante fie la fonction f\ c'est à-dire de la génératrice. C'est 
L'équation de la trace FF' du plan de front, sur laquelle en effet 
se projette indifféremment tout ce que renferme ce plan. 

Nous avons dans le triangle OMra 

On OM • R r 



sinOMn sin.OuM ' sinî sin [t — (0 — a>)] 
et enfin 

(2) R sin (iu — 8 + i) = r sin i = F sin ty . 
4. Ce triangle nous donne également 

Un = ÔM* - 2ÔM . Ûîn~. cos OMn + ÎVbi 2 , 
c'est-à-dire (1) 

(3) R« s= P + îFtf (^ï*.) CO. + + 9»/" ( RtangX ) . 

Pour obtenir, entre R T m, A l'équation de la surface à front 
générateur, il suffira d'éliminer entre les relations (2) et (3) le 
paramètre 8, lorsque seront spécifiés dans chaque cas les sym- 
boles f, /; y r ^ 

5» La question posée dans ces termes comporte une grande 
généralité. 

En ce qui concerne en premier lieu le front, on peut sup- 
poser: 1° qu'il dépende uniquement de la directrice; par exem- 
ple en faisant avec sa tangente un angle constant (lequel sera 



droit pour les surfaces a front normal); 2° ou qu'il ne dépende 
au contraire que du rayon vecteur; en exécutant par exemple 
autour de M une rotation proportionnelle à celle que ce rayon 
effectue autour du pôle. Si le coefficient de cette proportionna- 
lité est —1, le front reste parallèle à lui même ( 4 ); pour la 
valeur + 1, il fait avec ce rayon un angle constant (en particu- 
lier un angle nul dans les surfaces à front méridien); si Pon a* le 
coefficient +2, le front et Taxe polaire constituent à chaque 
instant avec le rayon vecteur un triangle isocèle, etc.; 3° ou 
enfin le front dépend à la fois du rayon et de la directrice; par 
exemple en se disposant suivant Tune des bissectrices de leur 
angle, ou en tournant sur lui-même proportionnellement à la 
déviation qu'éprouve cette droite, etc. 

Quant à la génératrice, son choix reste illimité. L'on peut 
penser a la vérité que le cercle fournira pour les arts de* la 
décoration la meilleure ressource; soit qu'il ait son centre au 
point décrivant ou qu'il constitue un excentrique; en lui attri- 
buant une position déterminée ou gyratoire. Toutefois diverses 
autres courbes, peuvent être envisagées, au point de vue de 
l'art, aussi bien que des facilités du calcul. 

Mais c'est assurément le choix de la directrice qui imprimera 
le caractère le plus accentué aux diverses familles de surfaces 
ainsi constituées. Supposons la par exemple rectiligne et le front 
parallèle à lui même, en adoptant comme paramétre de simili- 
tude la longueur parcourue par lui suivant cette directrice a 
partir d'un de ses points; nous aurons ainsi le groupe des 
cônes, et a la limite celui des cylindres. Mais on pourrait en 
obtenir de différents avec la ligne droite, en modifiant les au- 
tres conditions. 

Si on lui substitue le cercle en plaçant son centre au pôle, 
avec un front normal et une génératrice immuable (ç== 1), nous 
retrouvons les surfaces de révolution. Mais le cercle peut aussi 
fournir d'autres familles avec des lois différentes. 

Nous donnerons dans la suite de cette étude une prépondé- 
rance toute spéciale comme directrice a la spirale logarithmique; 
et c'est de ce choix que nous ferons sortir le groupe des sur- 
faces nautiloïdes qui semblera peut être, par l'importance de 
ses propriétés, mériter de prendre place dans la science. 



(*) Lorsque le front reste parallèle à lui-même, on peut, en désignant 
par a la constante — i qui mesure son inclinaison sur Taxe polaire, donner 
à la relation (3) la forme suivante 

(F+/+R)(F+/-R)(F~/+R)(-F+/+R) = [2/Rsin(«>-«)p. 



des 
us 



Les quatre types simples 

6- Attachons nous tout d'abord a dégager pour chacun d 
quatre éléments fonctionnels i\ f <p, <J>, l'hypothèse la pi 
simple qui lui soit propre, 

En ce qui concerne en premier lieu l'inclinaison du front 
sur le rayon vecteur, cette condition sera évidemment 

* = 0, 

et confondra incessamment ce plan avec celui du méridien, 
c'est-a-dire sa trace avec le rayon vecteur de la directrice. Nous 
conservons d'ailleurs une entière généralité pour les trois autres 
fonctions F, f, ç. 

Il est facile d'établir l'équation de ces surfaces à front méri- 
dien. Les relations (3), {!}, (2) deviennent en effet 



(4) 



cos i— 1 , 

R* = F» + 2F«-H* = (F + £)S, 



La longitude en d'un point quelconque N (fig. 2) de la généra- 
trice méridienne peut ainsi être 
substituée, sous les signes fon- 
ctionnels, à l'azimut d du point 
décrivant M, et il vient pour 
l'équation cherchée 

']■ 




( t ) R=F W+ ^[!^ 



Fig- 2 



J'ai préféré la déduire de nos 
formules fondamentales, afin d'en 
montrer de suite l'usage, mais il 
est facile de la lire directement 
sur la figure 2. 



7* En ce qui concerne en second lieu le rapport de simili- 
tude, le paramètre de beaucoup le plus utile sera le rayon ve- 



cteur lui même 

La génératrice variable est alors représentée (1) par l'équation 

( 6 ) * = F./(f). 

Nous appellerons de telles surfaces vectorielles, quelles que 
soient d'ailleurs les fonctions F, f, ty. 

8. Adjoignons a la condition vectorielle celle de l'inclinaison 
constante du front sur le rayon vecteur 

ty = const. 

Les surfaces ainsi constituées, quelles que soient F et f (c'est-à- 
dire la génératrice et la directrice) jouissent d'une importante 
propriété. 

Le triangle OMn (fig. 1) conserve en effet pendant le mou- 
vement générateur du point N sur sa trajectoire de l'espace, un 
angle invariable % — i compris entre deux cotés proportionnels 
r et Ç. Il reste donc semblable a lui-même. Dès lors On sera 
proportionnel a Mw, et par suite a Nrc. En même temps ce rayon 
vecteur On fait avec OM un angle invariable qui est la diffé- 
rence de i et de MOra. Le point n décrit donc une courbe sem- 
blable à la directrice. D'autre part enfin l'angle vertical NOw, 
qui n'est autre que la latitude 1 du point N, reste lui même 
constant durant le mouvement. De la ce théorème: 

Si l'on coupe par un cône de latitude 

X = const. , 

une surface vectorielle d'inclinaison frontale constante la courbe 
gauche d'intersection (N) conserve une projection équatoriale (n) 
semblable a la directrice (M), quelles que soient cette dernière 
aussi bien que la génératrice. 

Le plan de l'équateur se trouve d'après cela sillonné de telles 
lignes pour les divers points N qui constituent le profil géné- 
rateur. Imaginons dès lors que l'on fasse varier d'une manière 
continue le cône de latitude, depuis un angle infinitésimal au- 
tour de l'axe zénithal jusqu'à son épanouissement complet dans 
l'équateur, suivi lui-même d'un repliement en dessous jusqu'à 
l'axe nadiral. On verra, en suivant par la pensée le déplace- 



ment corrélatif de l'intersection (IV) sur la surface, la courbe 
plane (ri) balayer le plu ri de l'équateur en restant semblable à 
elle-même, puis qu'elle doit toujours l'être à la directrice. 

Bien entendu, selon la composition de la génératrice, sa ren- 
contre avec le cône de latitude peut s'opérer en un nombre 
multiple de points, dont quelques uns peuvent devenir acci- 
dentellement des points de langenre. Il y aura donc en général 
plusieurs courbes semblables balayant a la fois -diverses zones 
de l'équateur, en s'éloignant ou se rapprochant les unes des 
autres, pour arriver a se fondre ensemble à l'instant d'un con- 
tact. 

9. En ce qui concerne en troisième lieu la génératrice, le 
choix le plus simple sous le rapport géométrique, en même 
temps que Je plus rapproché des vues qui nous dirigent en 
histoire naturelle vers le genre Sauttlm, de la famille des Nau- 
tilùlésj, est celui d'un cercle dont le centre parcourrait la dire- 
ctrice quelconque F, 

Supposons en même temps la surface vectorielle* L'équation 
de la circonférence variable devient alors à chaque instant 

P + ^-BV, £~ l/BV-z", 

en désignant par B le multiple constant du rayon vecteur de 
la directrice qui fournit le rayon de courbure de la génératrice 
circulaire. « 

Admettons enfin, en ce qui concerne l'inclinaison frontale, la 
loi du front méridien. L'équation (5) de cette classe de surfaces 
devient dans ce cas 

R«fi /BV- R 2 tang a X, 

entre les coordonnées R, to, ï, une fois que l'on a remplacé r 
par F(w). Elle subit les transformations suivantes 

(R-r)* = BV 2 — R»tang*X, 

H>(l+Ung*J) — 2Rr + f*(l— B') = 0, 

fe£r) , - 2 '«" 1 (^) +fî(ï - BÎ) =°- 

—5- — rcosX± ^f^cfw'X+fB 1 — l)r», 

cos K x ' 

(7) R = F(») cos X (cos \ ± ^/B* — sin 3 *) . 



Gette formule vérifie avec évidence le théorème du N° 9 re- 
latif aux surfaces vectorielles d'inclinaison frontale constante, 
d'après lequel, pour une latitude fixe, la projection horizontale 
reste semblable à la directrice : R = F(a>}. 

10. La surface ainsi constituée est symétrique par rapport 
à l'équateur, puisque son équation ne dépend que de cos X et 
sin 2 X. Contentons nous donc de raisonner sur la moitié supé- 

rieure, en faisant varier X seulement do à -r- . 

Son sinus restant positif, la condition de réalité du radical 
se réduit à 

sin X < B . 

Si B>1, (le cercle générateur recouvrant alors le pôle comme 
une voûte), cette inégalité ne limitera en rien la variation de X 
dans toute l'étendre de l'angle droit. 

Le cas-limite B=l prendra une grande importance dans la 
suite de ces recherches. Nous désignerons sous le nom d*équi- 
radiales les surfaces qui lui correspondent , 

Mais supposons au contraire B<1, (le profil circulaire res- 
tant alors entièrement situé d'un même coté du pôle), nous 
poserons pour simplifier les calculs 

B = sin b . 

Dans ce cas, Ton n'obtiendra d'intersection du cône de révolu- 
tion avec la surface qu'en dessous de la latitude 

sin X = B , Xq = b . 

À cette limite même, l'équation (7) de la surface nons donne 

R = r cos 2 X = F(œ) cos 3 b , 

Au dessous, l'intersection se développe suivant deux branches 
distinctes, qui vont en s'écartant Tune de l'autre jusqu'à ce 
qu'elles forment les deux parties de la trace équatoriale, pour 
les valeurs 

Xi = , R = f (1 + B) = (1 ± sin b) Y(m) . 

11. En ce qui concerne en quatrième lieu la directrice, nous 
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fixerons notre attention d'une manière toute spéciale sur la 
spirale logarithmique. 

Nous prendrons son équation sous la forme 

r __ tf A8 ==tf 0cota 

en désignant par a l'inclinaison constante de sa tangente sur le 
rayon vecteur, et prenant comme unité la longueur Ol interce- 
ptée par la courbe sur Taxe polaire, pour l'azimut 6 = 0. 

Si nous supposons dans ce cas la surface vectorielle et d'in- 
clinaison frontale constante, elle prendra pour nous sous cette 
triple condition le nom de surface nautiloïde, quelle que soit sa 
génératrice f. De la une famille de surfaces bien définie. 

La proposition du N° 9 leur convient, et se précise même 
alors encore plus. En effet les courbes semblables a la spirale 
logarithmique 

r = ce^ = e^ (® + lo S c tan & a ) 

sont des spirales égales mais déviées de l'angle loge tanga au- 
tour du pôle( 1 ). Si nous fondons d'ailleurs cette déviation dans 
la gyration qui a été envisagée au N° 9, c'est alors la directrice 
elle-même que l'on voit entrer en mouvement pour balayer 
Téquateur sans changer de forme (en se dédoublant au besoin 
de différentes façons pour des intersections multiples, avec des 
rotations de divers sens pour ses diverses individualités) au fur 
et à mesure que le cône de latitude varie du zénith au nadir 
en passant par l'équateur. 

12* Ces lignes de latitude jouissent dans les nautiloïdes d'une 
propriété très remarquable. 

L'ordonnée du point déterminé par cette latitude constante 
reste par cela seul sa propre homologue sur les génératrices 
semblables dans toutes leurs situations. Elle sera donc pro- 
portionnelle au rayon vecteur du point décrivant de la directrice, 
ce qui donne 

z== Cr = Ce M . 

On a d'après cela tout à la fois 

dr = Ae AO dQ , dz = ACe AQ dQ , 



(*) Tous les logarithmes qui figurent dans ce mémoire sont pris dans 
le système népérien. 
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et il vient pour l'inclinaison j de cette courbe sur l'horizon: 

dz AC ,, 

taner ; = —====, = — ===== = C cos a , 

valeur constante. 

D'après la similitude que conserve incessamment la figure 
formée par la tangente, l'équateur, le cône, sa génératrice et 
son plan tangent, il en sera de même de l'angle que compren- 
nent entre elles la tangente et la génératrice du cône. Cette 
ligne gauche serpente donc sur le cône de révolution en tra- 
versant sous un même angle toutes ses arêtes. 

On reconnaît à ce caractère la courbe qui a été étudiée par 
Tissot (Nouvelles annales de mathématiques^ 1852), Paul Serret 
{Théorie nouvelle géométrique et mécanique des lignes à double 
courbure, 1860, page 101), G. Pirondini (Journal fur Mathema- 
tik, Berlin, tome cxviii, page 61), F. Gomes Teixeira (Tratado 
de las curvas especiales notables, Madrid, 1905, page 566). Le se- 
cond de ces géomètres lui a donné le nom d'hélice cylindro- 
conique. Cette dénomination serait un peu longue pour le très 
fréquent usage que nous aurons a en faire. Je lui substituerai 
pour ce motif l'abréviation: cdnhélice. 

Remarquons avec soin que, si toutes les cônhélices sont des 
lignes d'égale pente du nautiloïde, toutes les lignes d'égale pente 
de ces surfaces ne sont pas des cônhélices. Il suffit d'en donner 
cette raison évidente qu'il y a en chaque point une seule de ces 
dernières, déterminée par son cône de latitude, tandis qu'il part 
de ce point une infinité de lignes d'égale pente sous toutes 
sortes d'inclinaisons. 

§111 

Nautile à front méridien 

13. Réunissons actuellement ensemble les quatre conditions 
simples qui viennent d'être étudiées distinctement, à savoir: la 
génératrice circulaire, la directrice spirale, le rapport vectoriel 
et le front méridien. Nous constituons ainsi un premier type 
bien déterminé, en vue de l'assimilation que nous cherchons 
avec la nature vivante. Nous lui donnerons le nom de nautile a 
front méridien. 

Son l'équation sera (7) 

R = * Aw cos X (cos X ± \/sin*b — sin 2 X) , 
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Elle met bien en évidence la nature des lignes de latitude. Si 
Ton emploie en effet l'abréviation 



S ^ tang a Log [cos X (cos X + ^sin* b — sin a X)] , 

cette formule devient simplement 

H =«*(»+»), 

et représente en projection équatoriale, pour une latitude cons- 
tante, une spirale logarithmique égale a la directrice, et déviée 
de l'angle 5* 

Pour la valeur limite X^ = b, le double signe disparait; on 
obtient alors la projection de la ligne de contact du nautile 
avec le cône qui lui est circonscrit à partir du pôle. Elle a 
pour déviation 

§ = 2langtf Logcosi . 

Celles des deux traces équalorialcs (pour Xj =0) sont de même 

LogQ+B) . 
01 A 

14* Nous avons établi (N D 10) une première distinction selon 

que B 5- I , c 'est-a-dire que le cercle générateur recouvre ou 

non le pôîe. Une seconde division devient ici nécessaire* En 
effet cette circonférence peut être, on non, rencontrée par la 
nouvelle position qu'elle prend a son retour dans le même mé- 
ridien pour engendrer la spire suivante* Par cela seul, le même 
cercle initial coupe de même la circonférence de la révolu- 
tion précédente, en raison de la similitude permanente du groupe 
formé par deux méridiennes successives. 

Si les cercles consécutifs restent nettement séparés par des 
intervalles vides, la surface se développe en une seule nappe 
de forme spiraloide, évasée transversalement en forme de cor 
comme dans le ^enre criocéms. C'est le cas le plus simple, et 
il est facile de formuler sa condition d'existence, 

Les rayons vecteurs du point décrivant, pour deux révolu- 
tions successives de la directrice, sont e^ et e A (^+ 27r ), Leur 
différence, c'est-à-dire l'intervalle de ces spires, a donc pour 
valeur 
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Quant aux rayons correspondants des cercles générateurs, on 
les obtient en multipliant par B ces deux rayons vecteurs- Leur 
somme sera d'après cela 

B* AÔ (* 2xA +l). 

Pour que les spires de la surface restent distinctes sans em- 
piéter Tune sur l'autre, il faut que cette somme n'occupe pas 
la totalité de l'intervalle ci-dessus, c'est-a-dire que 

,2tuA 
B< 



„2*A 



+ 1 



C'est donc par l'unité d'une part (N° 10) et par cette fonction 
que se trouvent séparées, pour une valeur donnée de A, les 
trois classes distinctes de nautile à front méridien, 

15. Mais le cas des intersections présente une tout autre 
complexité. Etudions le avec quelque détail. 

Nous emploierons comme coordonnées de la section méri- 
dienne dans son propre plan R et z. Le centre du cercle géné- 
rateur ayant pour abscisse r, et son rayon étant Br, il aura 
comme équation 

(8) (R-r) 2 + s 2 = B 2 r 2 , 

R 2 -2rR+z 2 = (B 2 -l)r 2 , 
2rR — R 2 -z 2 = r 2 cos 2 £. 

La circonférence qui lui succède, non pas immédiatement 
mais à n spires de distance, nous donnerait de même 

2r / R-R 2 -* 2 = r' 2 cos 2 *; 

En retranchant ces deux relations, nous trouvons pour l'abscisse 
R de l'intersection 

2(r' - r)R = (W 2 - r 2 ) cos 2 b , 

Or on a 

f 7 = gA(<D+2wic) __ re 2nAx 



u 

et par conséquent 



(9) R = — -i-s cos 2 £. 



1 4. ,2»Ax 



*' 



16. Si Ton envisage R et o> comme des coordonnées polaires, 
on obtient l'équation de la projection équatoiïale de la traje- 
ctoire du point d'intersection, a savoir 

R = e A(««-FA) ) 

en posant pour abréger 

/ e 2nAz +{ \ 

A — tang a Log I - cos 2 £ j • 

On y retrouve donc la spirale directrice elle-même déviée de 
l'angle A. Les courbes gauches qui lui correspondent pour les di- 
verses valeurs de n seront certaines cônhélices spéciales du nautile. 

Nous les appellerons gouttières. Cette dénomination se présente 
d'elle-même à l'esprit pour celles d'entre elles dont les parois 
latérales plongent toutes les deux vers le bas, figurant une vallée 
dont la cônhélice formerait le thalweg. 

Si Ton engageait sur cette ligne une bille infinitésimale des- 
cendant sous l'action de la pesanteur sans aucune résistance 
passive, elle obéirait, d'après le théorème des forces vives, a 
la loi de mouvement connue sous le nom de plan incliné; la- 
quelle nest autre que celle de la chute libre des graves avec 
réduction de l'accélération d'après le sinus de la pente. 

17* Cherchons d'autre part l'ordonnée z du point d'interse- 
ction. L'équation (8) nous donne a cet égard 

(«.)•__ l+ £(.-i~»). 

c'est-â-dire (9) 



tang 2 X = — 1 






(1 + e ?nAr^ cos 2 b ^ , _j_ e 2nAxy ' 

4 É 2«Ar 

1 + tansr 2 X = ^—.~ — ■ , 

° (1+* 2nA *)*cos 2 £ 

e iiAz i e — «As 
(10) COSÂ.= -r cosb. 
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Cette valeur de cosX, bien qu'obtenue par l'extraction d'une 
racine carrée, ne comporte pas de double signe, attendu que 

l'angle de latitude ne se compte que de — — a + — . Mais on 

voit qu'a chacune des valeurs positives de ce cosinus corres- 
pondent, d'après la symétrie de la formule, deux valeurs égales 
et de signes contraires de n. Il y a donc autant de circonfé- 
rences a droite qu'a gauche du cercle central, duquel nous 
sommes partis, qui sont rencontrées par lui. Et en effet, ainsi que 
nous l'avons déjà fait remarquer, il ressort de la similitude per- 
manente que cette circonférence joue par rapport aux cercles 
moindres qu'elle situés sur sa ganche le même rôle qu'exer- 
cent à son égard les cercles plus grands qui se trouvent à sa 
droite. 

On voit en outre que pour chaque valeur positive de cos X, 
la latitude est susceptible de deux valeurs égales et de signes 
contraires; conséquence immédiate d'ailleurs de la symétrie de 
la surface au dessus et au dessous de l'éqaatèur. 

18. Toutefois ces valeurs ne seront réelles que sous la con- 
dition 

cos X < 1 , 
d'où l'on déduit (10) 

(11) ? nk * L r e nA *+ 1<0 . 

v ' cos b 

Pour que ce trinôme soit négatif, il faut que sa variable £ lAx 
reste comprise entre les deux racines, qui sont 

1 + sin b 



cosb 
ou sous des formes équivalentes 

/% b\ /% b\ 

lan HT-irJ' cot (T-yj- 

Ces valeurs sont réciproques l'une de l'autre. Leurs logari- 
thmes (qui devront comprendre entre eux nk%) sont donc 
égaux et de signes contraires. Par conséquent n ne doit pas 
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±^--Logtang(|-|) 



Il est facile de concevoir a priori qu'il doive y avoir, de 
part et d'autre, une limite pour les intersections ( 4 ). Lorsque, 
en effet, a partir d'une position déterminée, le cercle s'éloigne 
de plus en plus par des rotations successives, encore bien que 
son diamètre augmente avec le rayon vecteur de son centre de 
manière à le recouvrir vers son extrémité sur des longueurs in- 
définiment croissantes, il laisse cependant a découvert du coté 
du pôle un segment qui varie lui-même proportionellement, en 
arrivant ainsi a dépasser toute limite, et en particulier le 
rayon de la circonférence fixe sur laquelle portent nos raison- 
nements, A partir de ce moment, il n'y aura plus rencontre. 

19. Appelons N le plus grand nombre entier qui satisfasse 
a la condition numérique 

02) N<^Logtang(!-4), 

le cercle considéré en rencontrera en tout 2N autres, a savoir N 
plus grands sur sa droite, et N moindres à gauche. 

Si l'on voulait accroître la valeur de ce total, et avec lui la 
complication de la surface, il suffirait d'augmenter a et b, c'est- 
à-dire, d'employer des spirales plus lentes et des cercles plus 
grands par rapport au rayon vecteur de leur centre. 

A ces points d'intersection des circonférences méridiennes 
correspondent 2N gouttières, à savoir N au dessus de l'équa- 
teur, et N au dessous. Il existe cependant 4N intersections du 
eercle central par ses 2N satellites, mais elles se trouvent asso- 
ciées deux par deux sur la même droite de latitude, qui coupe 
nécessairement deux fois chaque cercle. Elles sont dès lors 
traversées toutes les deux par la même cônhélice. Elle rencontre 
une première fois le cercle central sur sa gauche en son croise- 
ment avec un plus petit que lui, puis une seconde fois, en 



(*) Sauf lorsqu'on arrive à la limite jusqu'au nautile équiradial : 

B-i, &= T . 
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raison de la similitude, sur sa droite, lorsqu'il joue lui-même 
le rôle de petit cercle vis a vis d'un plus grand que lui. 

Le nombre des gouttières est donc toujours pair. U existe 
cependant a cet égard une exception qu'il faut enregistrer. 
Supposons en effet que l'expression (12) ait précisément pour 
valeur un nombre entier» On peut alors attribuer à n cette 
valeur limite elle-même, en outre de tous les nombres entiers 
inférieurs. Mais c'est toutefois à la condition d'annuler par ce 
choix spécial le trinôme (1 1), au lieu de le rendre négatif. On a 
donc dans ce cas 

cos X = 1 , X =* . 

Le rencontre des cercles se fait par conséquent sur l'axe polaire, 
et ils y sont tangents l'un à l'autre. Au point de vue algébri- 
que on peut assurément voir là une solution double, et main- 
tenir par cet artifice le nombre 2N des gouttières. Mais, dans 
la réalité physique, on n'en aperçoit plus sur la surface que 
2N — 1 seulement, a savoir N — 1 cônhélices au dessus de l'équa- 
teur, antant en dessous, et une spirale logarithmique qui ser- 
pente dans le plan même de symétrie, où elle forme une ligne 
de soudure des spires consécutives entre elles. 

Le cas spécial N=l marque a cet égard le passage de la 
seconde catégorie (N° 15) a celle des intersections. La relation 
(14) devient alors 

tanga.Log (j — j) —*» 

B = sin b = cos (2* Alc ) . 

On rencontrera donc un tel nautile soudé pour une spirale 
quelconque, en employant un rapport vectoriel approprié, ou 
pour un rapport arbitraire avec une spirale convenable. 

20. Rentrant maintenant dans le cas général, nous voyons 
que ces diverses cônhélices séparent la surface nautilienne en 
2N zones, infinies suivant le sens spiraloïde, mais se cloison- 
nant mutuellement dans la coupe transversale, a la manière 
des bulles de savon ( 4 ). 




pentant à la superficie du solide. 

A-2 B. 4822 
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Nous pouvons entreprendre d'évaluer le nombre des com- 
partiments distincts suivant lesquels se trouve cloisonnée l'aire 
du cerde central par la traversée des cercles satellites, de gauche 
et de droite, qui le coupent en l'accompagnant comme un cor- 
tège dans son mouvement générateur. 

Nous ne compterons essentiellement que pour une unité dans 
ce cortège l'ensemble des compartiments disposés en série, dont 
chaque terme vient, après une révolution pendant laquelle il se 
dilate, se superposer, a son retour, sur le suivant. Ce que nous 
évaluerons, en un mot, est le nombre de tubes spiraloïdes dis- 
tincts, qui remplissent par leur ensemble la superficie externe 
engendrée par le cercle central. La plus élevée (fig. 3) des N 
droites de latitude situées au dessus de l'équateur traverse un 




Fig. 3 

triangle curviligne unique. Le rayon de rang N — 1 traverse 
deux quadrangles curvilignes; mais ils ne doivent compter que 
pour une unité se recouvrant elle-même dans la gyration qui 
lui fait traverser le cercle central. Au rayon N — 2 correspond 
également un unique quadrangle, qui se recouvre lui même 
deux fois; et ainsi de suite. Le second rayon a partir de l'équa- 
teur fournit encore un dernier quadrangle, qui se recouvre 
N — 2 fois. 

C'est donc, sur le pied d'un seul tube spiraloïde pour chaque 
rayon de latitude, un total de N— 1 tubes. En vertu de la sy- 



19 



me trie, nous en avons tout autant au dessous de l'équateur; 
soit en tout 2(N— I). 

Mais il nous reste encore a envisager le premier raypn, aussi 
bien au dessus qu'en dessous de ce plan. L'une et l'autre de 
ces deux droites traversent un même sextangte curviligne, formé 
de six arcs de cercle, et se recouvrant lui-même N— 1 fois 
dans la gyration. Il ne compte donc ici que pour un seul tube, 
tant au point de vue des recouvrements successifs que pour 
les deux côtés de l'équateur. 

Il en est de même en ce qui concerne Taxe polaire qui traverse 
des biangles curvilignes , composés chacun de deux arcs de cercle 
régnant des deux côtés du plan de symétrie. Ce compartiment 
se recouvre N fois, et l'ensemble ne compte encore que pour une 
unité. En la joignant à la précédente et aux 2(N — 1) trouvées 
ci-dessus, nous obtenons donc un total , définitif de 2N tubes. 

21. Evaluons de même le nombre des points de croisement 
de ce réseau. 

Nous en trouvons 2 sur le N c rayon; 3 sur le (N— ï) c , 4 sur 
le (N — 2) c , : . . . , N sur le 2 e , et enfin N + 1 sur le premier. 
L'axe polaire ne traverse aucun croisement. Ce total est donc 

(N+l)(N + 2) ,_ N(N + 3) 
2 1_ 2 

mais il en existe autant au dessous de l'équateur, et le chiffre 
définitif devient 

(13) N(N + 3). 

22. Enumérons encore les arcs de cercle distincts qui con- 
stituent le canevas de ce cloisonnement. 

Le premier satellite de gauche présente, à l'intérieur du 
cercle central, un arc qui tourne sa convexité vers la droite et 
traverse l'axe polaire; le second, un arc au dessus de cet axe, 
un au dessous, et un troisième qui le traverse; le troisième 
satellite donne deux arcs au dessus, deux au dessous, et un 
cinquième transverse; et ainsi de suite. Le N c satellite en four- 
nira 2N — 1. On obtient donc la série: 

l + 3 + 5-h7 + .... + (2N-l) = N 2 . 

Mais les satellites de droite en présentent un nombre égal qui 
teurnent leur convexité vers la gauche. Et enfin le cercle géné- 
rateur, pour son propre compte, en possède 4N le long de sa 



20 



périphérie complète. Le total est donc 

N* + N* + 4N-*2N(N + 2). 

Ce résultat peut servir a contrôler le précédent (13). En 
effet en chaque point de croisement se rencontrent deux cer- 
cles. Il en part donc quatre amorces, a savoir 4N(N + 3) en 
tout. Il y a toutefois exception pour les 4N points du cercle 
central, d'où ne partent que trois amorces, puisque nous ne 
sortons pas à l'extérieur. Le résultat est donc 

4N(N + 3)-4N = 4N(N + 2). 

Mais chaque arc de cercle soude Tune a l'autre deux amorces. 
Leur nombre est donc la moitié de ce dernier, c 'est-a-dire égal 
a celui que nous avons trouvé plus haut. 

23. Nous pouvons déterminer les différentes valeurs des an- 
gles plans que comprennent entre eux les divers de arcs cercle 
du cloisonnement. 

L'angle des deux circonférences qui ont pour centres C et C' 
(fig. 4) est le même que celui CGC de leurs normales. Or son 




supplément CGS a pour bissectrice GO d'après la proportion 

CG C'G 



On a donc 
et d'autre part 



co ~ co • 

CGC' = *-2(CG0), 

sin CGQ CO 
sinCOG~CG ' 

sin CGO r 



sin X Br ' 

sinX 



sin CGO « 



sine 
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Il vient d'après cela 



sin CGC = sin 2 (CGO) = 2 ~i/l. 



sin*X 
sin*b 



_ 2 y/(l — cos* X) (cos* X - cos» b) 
sin 2 b 

expression dans laquelle il suffira de substituer successivement 
les N valeurs (10) de cos X. 

24. Nous pouvons également évaluer les longueurs respe- 
ctives des divers arcs du cloisonnement. 

Ce sont en effet les différences consécutives des arcs tels 
que a = AL, interceptés sur le cercle central entre Taxe polaire 
ÔA et les diverses lignes de latitude OL. Or nous avons 

AC'L — AOL - CL'O = CGO , 

et par conséquent, d'après les valeurs précédentes, 

. , .. sinX 
sin (a — /) = — : — r . 
N ' sin b 

§ IV 
Mouvement nautiloïde 

25. Le nautile que nous venons d'étudier avec détail : ve- 
ctoriel, a front méridien, directrice spirale, et génératrice cir- 
culaire, n'est pas le seul type que cette analyse nous permette 
de rattacher a l'aspect extérieur du coquillage de ce nom. Nous 
en rencontrerons encore d'autres qui se rapprocheront de plus 
en plus exactement de cette ressemblance: nautiles a front 
normal, a front oblique, sphéro-nautile. Il sera toutefois inutile 
de reprendre pour chacun d'eux cette description si complexe. 

Revenons pour le moment a une plus grande généralité, et 
tout en conservant le caractère vectoriel et la spirale logarithmi- 
que comme directrice, reprenons une génératrice quelconque 
(et non plus circulaire), avec une inclinaison frontale constante 
(mais non plus nulle). 

Dans ces conditions, le rayon vecteur OM de la spirale (fig. 1), 
la tangente en son extrémité, la trace du plan de front, ce plan 
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lui-même, la ligne génératrice qu'il contient, l'ordonnée Nn d'un, 
de ses points, ainsi que le rayon vecteur On de la projection 
équatoriale de ce dernier, constituent ce que j'appellerai un 
édifice géométrique, immuable de forme, conservant sans altéra- 
tion chacun de ses angles pendant le mouvement générateur, 
mais amplifiant homothétiquement toutes ses dimensions par rap- 
port au centre de similitude M, à l'unisson du rayon vecteur 
OM, c'est-a-dire suivant une progression géométrique, tandis qu'il 
tourne d'après une progression arithmétique autour de l'axe 
zénithal O. 

Je regarde comme fondamentale pour cet ordre de recherches 
la conception dé cet édifice géométrique, dans lequel nous 
pourrons successivement, a l'occasion de chacune des questions 
distinctes, incruster, pour en faire partie intégrante, les divers 
éléments de ces questions, a la condition essentielle qu'ils relè- 
vent eux mêmes de la similitude, c'est-a-dire conservent les angles 
et les rapports de dimensions. 

C'est d'ailleurs de cette manière que l'on pourrait, même en 
géométrie plane pour l'étude de la spirale logarithmique, tout 
faire dépendre de la similitude de la figure élémentaire consti- 
tuée par deux rayons vecteurs infiniment voisins avec les tan- 
gentes menées sous un angle immuable en leurs extrémités. La 
considération de cet édifice plan, auquel on rattacherait chaque 
fois les éléments des diverses questions qui ont été traitées sur 
cette belle courbe, me parait être la raison profonde de tant de 
remarquables propriétés, et de son extraordinaire persistance a 
se reproduire toujours la même (*), toutes les fois que l'on exé- 
cute sur elle des constructions dépendant uniquement de la 
similitude; au point que cette incessante réapparition finit par 
devenir en quelque sorte banale, et fatigante par son élégance 
même. 

Il convient, d'après ces vues, de commencer par approfondir 
les propriétés générales du mouvement nautiloïde de cet édifice, 
c'est-à-dire en définitive d'une figure quelconque. On ne ren- 
contre pas cette étude dans la cinématique classique, par la 
raison que celle-ci n'envisage que des solides invariables, tandis 
qu'il s'agit essentiellement ici de figures déformables. 

26. Considérons (fig. 5) le déplacement d'une droite quel- 
conque de longueur finie, depuis une position PQ jusqu'à une 



( ! ) Eadem mutata remrgo (Jacques Bernoulli). 
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autre P'Q', avec changement d'orientation et de grandeur tout 
a la fois. . 4 

Nous allons reconnaître qu'une 
pa refile transposition peut toujours 
être effectuée par un mouvement nau- 
tiloïde, c'est-a-dire en faisant décrire 
par P et Q, autour d'un même pôle 
O, deux angles égaux, en parcourant 
deux spirales logarithmiques PP', 
QQ', donées d'un même angle ca- 
ractéristique a. 

L'angle a = POP' dont tournent 
a la fois les trois côtés du triangle 
inconnu OPQ pour venir, avec dila- 
tation, occuper l'emplacement OP'Q' 
nous est immédiatement connu en Fig. 5 

<% = PAP'. 

Il doit d'ailleurs satisfaire aux relations 

,«cotga = OF__OQ' 
OP " 

dont le dernier membre nous est également donné. L'angle ca- 
ractéristique a des spirales se trouve ainsi déterminé. 

D'autre part, on voit que le point O appartient nécessaire- 
ment à deux segments capables de l'angle a, décrits respecti- 
vement sur PP' et QQ'. Il se trouve donc lui-même déter- 
miné ( 4 ). 

27. Supposons maintenant qu'une figure quelconque se 
meuve dans son propre plan d'une manière arbitraire, mais 
sous la condition de rester semblable à elle même; et analysons 
les circonstances de son déplacement instantané. 

Cette figure, quelle qu'elle soit, se trouvera complètement 
déterminée par une de ses droites PQ. En effet, appelons R un 
quelconque de ses points. On peut le rattacher a cette droite 
par un triangle PQR qui devra rester semblable a lui-même, 



(*) C'est d'ailleurs sans aucune ambiguïté, bien que deux cercles se 
coupent en deux points, car ou sait que la seconde se rapporte aux se- 
gments capables de l'angle supplémentaire % — a, et non plus a. 
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et que l'on saura par suite construire en P'Q'R' une fois que 
l'on counaitra la seconde position P'Q' de- PQ. 

Or cette droite peut être amenée en P*Q' par un mouvement 
nautiloïde d'un certain pôle O et d'un angle caractéristique a. 
Dès lors, dans le triangle OPR (fig. 5), qui devient OP'R', le 
rayon vecteur OR tourne jusqu'en OR', du même angle que OP 
pour venir en OP, puisque l'angle ROP = R'OP'. De plus le 
rapport de OR a OR' est le même que celui de OP a OP, 
d'après la similitude de ces triangles. Le point R parvient donc 
en R' par une spirale de même pôle et de même angle. De là se 
dégage la conclusion suivante: 

Dans le mouvement instantané d'une figure plane qui se dé- 
forme en restant semblable à elle-même, les divers points se 
déplacent le long de spirales logarithmiques égales et de même 
pôle. 

28* Tous les points s'échappent donc simultanément de 
leurs positions actuelles avec des vitesses proportionnelles a 
leurs distances au pôle et sous le même angle par rapport a 
ces rayons vecteurs. 

On peut dès lors décomposer ces vitesses suivant le rayon 
et sa perpendiculaire à l'aide de triangles rectangles semblables 
entre eux, dont les composantes respectives seront dès lors 
toutes proportionnelles. En d'autres termes, un mouvement élé- 
mentaire de similitude peut toujours être décomposé en deux 
autres : 1° une rotation sans déformation autour d'un pôle 
instantané; 2° une déformation homothétique par rapport a ce 
pôle sans rotation (*). 

Si l'on fait connaître la direction des vitesses de deux points, 
ainsi que le rapport de leurs deux composantes, la valeur de 
ce dernier fait connaître l'angle caractéristique des spirales. Si 
alors on trace deux rayons formant cet angle avec les directions 
des vitesses, ils détermineront par leur intersection le pôle 
instantané. 

Une fois celui-ci connu, l'on en déduira pour tout autre point 
la direction de sa vitesse, en menant son rayon vecteur et 
faisant avec lui l'angle en question. Si l'une des deux vitesses 
est en outre donnée en grandeur, on obtiendra par proportion 
toutes les autres. 



(*) Lorsque la figure reste indéformable, la seconde composante dispa- 
rait, et Ton retrouve le théorème du centre instantané de rotation de la 
cinématique classique. 
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Fig.6 



29. Après ce déplacement des points, envisageons celui des 
droites liées a la figure -, 
qui est animée d' un mou- 
vement nautiloïde. 

Traçons une quelcon- 
que des spirales décrites 
par les points de l'édifice 
géométrique (fi g. 6). La 
droite considérée DD' la 
rencontre en M sous[un 
certain angle b. Soient 
r, 6 les coordonnées de 
ce point, et K, a> celles 
d'un point quelconque 
N de la droite. Abaissons 
la perpendiculaire OP. Pour établir l'équation de DD' nous 
écrivons 

NO . cos NOP = OP = MO . cos MOP , 

NOP = «-[e-(|-*)J-|-(6-«i + *) f 

MO . cos MOP =r r sin OMP , 
et finalement 

(14) Rsin(6-œ + *) = * A6 sin*. 

La recherche de l'enveloppe de cette droite se fera en éli- 
minant le paramètre 6 entre cette équation et sa dérivée prise 
par rapport a lui 

(15) Rcos(0-œ + *) = A* A6 sin£. 
On en déduit 

tang (0 — - m -f b) = -r- = tang a , 

= (o + a — b , 
d'où, en reportant cette valeur dans l'équation (14) 

R = iJ££,A(«-»).,A» f ' 
sina 



J&sft^ 
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On y reconnaît une spirale identique à toutes les trajectoires, 
mais déviée par rapport a celle du point M de l'angle 



A = tang«.Log[|^^«-*)] 



30. Quant au point de contact X de la droite avec son en- 
veloppe, il est fourni par l'intersection de cette ligne avec sa 
position infiniment voisine. Ses coordonnées seront donc don- 
nées par les deux équations (14) et (15). Or nous avons déjà 
trouvé par leur élimination 

et il en résulte 

R -r sin * 
K = r — 



sina 



On peut même se dispenser de ce calcul en remarquant 
qu'il suffit de mener par le pôle une droite OX faisant avec DD' 
l'angle a, puisque cette droite jouera en X le rôle de rayon 
vecteur, et DD' celui de tangente de la spirale logarithmique. 

31. Imaginons maintenant une figure à trois dimensions dont 
la trace équatoriale se trouve animée dans son plan d'un mou- 
vement nautiloïde. Le déplacement dans l'espace restera gou- 
verné par les propriétés précédentes. 

La seule modification dans les énonces (mais elle est essen- 
tielle) consiste en ce que les trajectoires des points qui restent 
homologues, au lieu d'être comme ci-dessus des spirales loga- 
rithmiques, deviennent des cônhélices. En effet, pour chacune 
d'eux l'altitude z s'amplifie dans le même rapport que R, puis- 
que tout l'édifice géométrique conserve sans altération ses 
divers rapports de dimensions. Il en sera dès lors de même de 
l'angle que fait cette droite avec l'horizon, a la surface du cône 
de latitude sur lequel elle se trouve tracée. 



Equation des surfaces nautiloïdes 

32* On peut, d'une manière générale, ramener au type du 
nautiloïde a front méridien la surface engendrée par le mouve- 
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ment nautiloïde d'une ligne quelconque S, plane ou gauche; 
liée comme édifice géométrique au rayon vecteur d'une spirale 
logarithmique. 

En effet chacun de ses points parcourt dans l'espace une 
cônhélice, et la surface engendrée se trouve entièrement sillon- 
née du système de ces trajectoires. Coupons la par un plan 
méridien, et soit s la section. Lions cette ligne plane au rayon 
OM et à la courbe S; puis recommençons le mouvement nauti- 
loïde de cet édifice ainsi complété. Les divers points de s de- 
vront pour cela décrire des cônhéliccs qui sont complètement 
déterminées par la spirale directrice, et ne sauraient par suite 
différer de l'ensemble précédent. La surface nautiloïde sera 
donc susceptible de ce nouveau mode de génération (s), aussi 
bien que du premier (S). 

33. Or, sous cette forme simplifiée, il nous est facile de 
former l'équation générale de cette famille de surfaces. 

Nous avons en effet trouvé pour une surface quelconque a 
front méridien (5) 



R = F(a>) + <pW/[-y. 



Si la directrice est une spirale logarithmique, il vient 



R=^+?W/[^] 



Si de plus la surface est vectorielle, nous remplaçons cp par le 
rayon vecteur 

R = » Aw [l+/(w- A «>)]. 

Mais il devient dès lors inutile de conserver en évidence la 
trace de la fonction /", et nous pouvons remplacer par <§> le 
symbole 1 + f de fonction arbitraire, ce qui donne plus simple- 
ment 

(16) R = (? Au) cJ)(^- A<0 ). 

Telle est l'équation d'un nautiloïde quelconque ayant pour gé- 
nératrice, dans le premier méridien (a> = 0), le profil 

R = cM*). 

On peut également lui donner une seconde forme, en dési- 
gnant par *F la fonction inverse de cj>. La méridienne initiale 
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devient alors 

*-V(R), 

et l'équation de la surface 

(17) z = * A(0 Y(R*- Au) ). 

34- On sait que les familles classiques de surfaces dont 
l'équation générale renferme une fonction arbitraire peuvent 
être caractérisées chacune par une équation différentielle par- 
tielle unique du premier ordre. Il nous est aisé de formuler 
celle des nautiloïdes. 

La relation (17) donne, en la différentiant par rapport à R 

w — -*">-¥ (IU- Aw ) f 
iL e- Ao > = *- Au) . V (R*- Au> ) , 

|^ = Y'(R*- A "); 
et d'autre part, en différentiant relativement à co 

*- Au) — - A**- Au) = (- AR*- Aw ) Y' (R^"- Att) ) , 

0(0 

d'où l'on déduit 

Telle est l'équation cherchée ( 4 ). 

35. Il est facile, au moyen du changement de variables, de 



f 1 ) Il ne saurait être question d'élever l'objection qu'un changement de 
coordonnées relevant le plan horizontal, aurait pour enet de modifier le se- 
cond membre sans changer le premier. Cette analyse suppose en effet es- 
sentiellement que le plan de l'équateur passe par les centres de similitude, 
et se trouve ainsi absolument détermine. 
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la transcrire dans le système rectangulaire 

dx 



(x cos a — y sm a) -^ f-(j?sma + y cos #) — = « cos ff , 



On peut également écrire, en introduisant la longitude o> 

z 
sm fcii-hû) = 



3z Pz ~ 

-7T— cos (o> + a) +-r— sin (co + a) *= -tt cos a . 
3j? v ' 3v ^ ' R 



~. ... . . , t 3* 1 3* , , 

D'ailleurs les quantités » — -ô— représentent les înver- 

l j « Bar z dy 

ses -ç-, -ç- des sous-tangentes des sections faites par des plans 

&X *y 

parallèles aux plans verticaux de coordonnées. Nous écrirons 
donc 

cos (o) + a) sin (<o + a) __ cos a 

S X Sy R 

Associons (fig. 7) au plan méridien ZOn du point N de la sur- 
face, la seconde face ZOA 
d'un dièdre immuable a, et 
prenons sa trace équatoriale 
OA comme axe de proje- 
ctions. Cette dernière rela- 
tion s'interprète alors de la 
manière suivante: 

Dans toute surface nauti- 
loïde, la projection sur Taxe 
ainsi défini de l'inverse du 
rayon vecteur On est la som- 
me des projections des in- 
verses des sous-tangentes des 
sections faites par deux plans 
méridiens rectangulaires quel- 
conques ( 4 ). 

Mentionnons encore une autre interprétation de l'équation 
différentielle partielle. La droite BC qui joint les extrémités des 
sous-tangentes nB, nC n'est autre que la trace du plan tangent 
en N, qui doit contenir toutes les tangentes a la surface. En 




Fig. 7 



(!) Car on peut toujours adopter des plans coordonnés qui leur soient 
parallèles. 
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appelant <p l'angle que fait cette droite avec la partie positive, 
de Taxe des abscisses, et h la hanteur nH du triangle nBC, 
nous aurons 

h „ h 



S X = — î » by = 

cm *i * 



sin cp ' cos cp 

d'où par conséquent 

h 

cos (co -f «) sin cp — sin (o> -f a) cos cp =-^- cos a , 

R h h h 



cos a sin [cp — (co + a)] sin (ADX — AOX) sin OAD 
Menons par n la parallèle nE a Taxe OA, il nous viendra 

On . nH 

■ ■ ■ BBS —j . 

cosnOA sinnEA 

ou enfin, en élevant en n la perpendiculaire n¥ au rayon ve- 
cteur 

OF = nE . 
De la cet énoncé: 

La portion de l'axe OA qui se projette orthogonalement sur 
le rayon vecteur On est égale a la distance de ce point n a la 
trace du plan tangent en N comptée parallèlement a cet axe OA. 

36. On envisage d'ordinaire, pour les familles de surfaces, 
deux problèmes généraux, qui consistent a faire passer une sur- 
face de cette catégorie par une courbe donnée ou a en cir- 
conscrire une a une surface assignée. Nous pouvons tracer la 
marche propre à résoudre ces questions en ce qui concerne les 
(» itiloïdes. 

Pour la première, nous commencerons par ramener les équa- 
tions de la courbe donnée a la forme 

z = F,(R), R = F 2 (co). 

La première est celle de la surface de révolution qu'elle décri- 
rait en tournant autour de l'axe zénithal; la seconde celle du 
cylindre qui la projette sur le plan équatoriai. 

En substituant ces valeurs dans l'équation générale des nau- 
lihmles (l6 /t il vient 

Fi (co) =- * Aw cj> Î*- A(0 . V { [Fi (co)] j . 
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Envisageons comme une variable auxiliaire \i la quantité subor- 
donné à la fonction inconnue <^> 

|i = *- Aa, F 4 [F 2 («>)], 

et résolvons cette relation sous la forme 

a) = F 3 (|i) , 
il viendra 

ce qui détermine la fonction qui permettra d'écrire l'équation 
du nautiloïde. 

37. Proposons nous en second lieu de circonscrire un nau- 
tiloïde a la surface 

(19) F 4 (R, &>,*) = Q. 

En leurs divers points de contact, les coefficients différentiels 
-«- , -rr— seront les mêmes pour toutes les deux.; Or, sur la 
proposée, ils prennent les valeurs 

aF 4 en 

dz __ 6R 3« ___ 9(o 

dz dz 

Pour le nautiloïde, ils doivent satisfaire à l'équation différen- 
tielle partielle (18), qui deviendra* par cette substitution 

_ 8F 4 , f 8F 4 , 8F 4 

Nous obtiendrons ainsi, en joignant cette égalité a la formule 
(19), les deux équations de la courbe de contact. 

11 suffit dès lors de la prendre comme directrice pour ren- 
trer dans les conditions du problème précédent (N° 36). 



^v* 
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Plan tangent 

38* Revenons maintenant aux surfaces a front générateur de 
directrice et de génératrice quelconques, en les supposant en- 
core vectorielles et d'inclinaison frontale constante, pour nous 
proposer la recherche de leur plan tangent. Nous le considére- 
rons comme déterminé par la tangente de la ligne de latitude 
constante, et par celle de la génératrice. Envisageons successi- 
vement ces deux droites. 

Je rappelle (N° 8) que, dans ces conditions, la ligne de lati- 
tude a pour projection équ a tonale une courbe semblable à la 

directrice. Le rayon ve- 
cteur R=.On de cette pro- 
jection (fig. 8) reste donc 
proportionnel à r = OM, 
et la tangente nt fait avec 
lui un angle Ont = OMT. 
Nous savons d'après cela 
construire en nt la proje- 
ction de la tangente de la 
ligne de latitude. 

Nous en pouvons égale- 
ment déterminer la trace 
£, c'est-a-dire la sous-tan- 
gente S «= nt. En effet l'al- 
titude z de N devient 
z-\-dz par un mouvement 
élémentaire amenant ce 
point en N'. En même 
temps r et R acquièrent 
les valeurs r-\-dr y R-j-rfR. 




Fig. 8 



Pour assurer la similitude d'ensemble, ces divers accroissements 
doivent se régler conformément aux proportions 

dz_ dr dR 

T^T"" R ' 

Or la sous-tangente S est donnée par la relation 

S 



nn 
~dï 
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Maïs on a d'un autre côté 



nri R 


dx z 


MM' r ' 


dr r 


et par conséquent 




(20) s = R.- 7 - = 


R / MM 7 ' 



Si l'on appelle T la longueur MT interceptée sur la tangente de 
la directrice par la perpendiculaire élevée à partir du pôle sur 
son rayon vecteur OM, elle sera fournie par la proportion 

T MM' 



r dr 
Il vient donc 

r 

Or il nous suffit d'élever en O la perpendiculaire Ot sur lç 
rayon vecteur On de la projection n pour constituer en Ont un 
triangle semblable a OMT. C'est par conséquent la longueur 
nt ainsi interceptée sur la tangente qui mesurera la sous-tan- 
gente S, et fournira en t la trace de la tangente à la trajectoire 
de N dans l'espace ( 4 ). 

Indépendamment de cette construction géométrique, nous 
possédons également (20) l'expression analytique de cette sous 
tangente sous la forme 



(21) 



V i+ ^ =R \/ i+ w 



39. Si l'on veut déterminer le lieu géométrique de ces tra- 
ces t pour une cônhélice, il suffit de remarquer que le rayon 
vecteur Ot reste proportionne] a R, et par suite a z; qu'en 
outre il est séparé de ce dernier par l'angle constant MO» 



( 1 ) Remarquons à cette occasion que cette construction des angles OMT, 
Ont, tous égaux entre eux pour les divers points n du front FF' est bien 
conforme à la loi trouvée ci-dessus (N° 29) pour le mouvement instantané 
d'une figure qui reste semblable à elle-même. 

à-3 R. 4822 
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augmenté d'un quadrant. Ce lieu est donc semblable à la dire- 
ctrice. 

On peut exprimer autrement ce résultat. Concevons en effet 
les surfaces développables qui ont pour arêtes de rebrousse- 
ment les diverses lignes de latitude et sont formées par l'en- 
semble des tangentes de chacune d'elles. Ces surfaces auront 
toutes, d'après ce qui précède, leur trace équatoriale semblable 
a la directrice. 

40* Envisageons en second lieu la tangente Ni' de la géné- 
ratrice. Elle doit, au point de vue graphique, être considérée 
comme directement connue. 

Nous en possédons en outre le détermination analytique, 
d'après le valeur S' de la sous- tangente nt 1 qu'elle intercepte sur 
la trace du plan de front. Elle est fournie par la proportion 

z dz 

Si donc nous différentions l'équation (I) de la génératrice entre 
£ et z. en considérant et r comme des paramètres constants, 
Ton pourra écrire 



(22) S'-^'It)- 



41* La trace du plan tangent s'obtient en joignant celles des 
deux tangentes précédentes, c'ast-a-dire en tirant it 1 . La figure 
(8) devient ainsi, à proprement parler, une épure, très élémen- 
taire, de géométrie descriptive, ayant pour ligne de terre la 
trace du front FF'. Le plan tangent s'y trouve représenté, sui- 
vant le mode ordinaire, par ses deux traces t ] t et /'N. 

La normale le sera de son coté par les perpendiculaires wB, 
NC abaissées des projections N, n du point de contact sur les 
traces du plan. 

Nous pouvons exprimer analytiquement les angles A, v com- 
pris entre les traces horizontale et verticale du plan tangent et 
celle du front; ainsi que les dièdres H, V que forme ce dernier 
avec les plans de l'équateur et du front. 

On a en premier lieu dans le triangle Nw^ 

z 
tang v = — 



â& 



Il vient ensuite dans le triangle ntt' 
sin nt't sin ntt' 



nt ni 1 

c' est-a-dire 

S 
sin h = -^ sin (Mni — h) . 

Or on peut écrire 

et par conséquent 

S 
sin h = -^ cos (0 — a> + A) , 

S' 

-ç- sin h = cos (9 — o>) cos h — sin (9 — o>) sin À . 

Mais d'ailleurs 

sin (9 — (o) sin OMn 
Mra O» 

p 
sin (6 — (o) = -— sin a . 

Nous avons don» en définitive 



\A^ 



sm 1 » 



tangA s = S'R+SÇsin, * 

S-+R 8,nï 

Quant aux angles dièdres, il nous vient par les formules d» 
la trigonométrie sphérique appliquées au trièdre rectangle t'nNt 

tangH^ "ff* , tangV=^ ta . ng . 
sinA ° sint> 

On peut d'ailleurs obtenir cette même détermination d'après les 
triangles rectangles de l'espace DnE, NnB. 



u 



42. Ces diverses formules étant homogènes par rapport a des 
quantités qui restent elles-mêmes proportionnelles le long d'une 
même trajectoire de latitude constante, on voit que les quatre 
angles ainsi déterminés restent de leur coté invariables sur ce 
parcours. 

Remarquons notamment que le plan tangent conservant une 
inclinaison constante sur l'horizon, enveloppe le long de cette 
trajectoire une surface-talus, telle que les contreforts géologiques 
que dessinent les anciens éboulis sur le flanc des montagnes. 

43. Si l'on se donne directement les uns ou les autres des 
quatre angles A, v, H, V, on pourra constituer ainsi différents 
modes de détermination du plan tangent d'après ces diverses 
données. Nous possédons leurs valeurs en fonction de S, S 7 , Ç, 
R. z. Mais nous avons d'ailleurs en fonction de celles (21), 
(22), de S, S', ainsi que (1) de Ç. 

Or nous pouvons déterminer, pour un point N(R, o>, X) de 
la surface, le point M (r, 0) de la directrice par lequel passe le 
plan de front de N. En d'autres termes, nous avons a évaluer 
en fonction de R, o>, X. 

Le triangle MO/i nous donne a cet effet 

sin MOra sin OMn 



Mn On 



sin t sin î / z \ 

et par conséquent: 

R.m(«-.)-8ini.F(»)/[^], 

équation a résoudre dans chaque cas par rapport a 6, lorsque 
seront spécifiées les fonctions F et f. 

44. Nous pouvons finalement représenter le plan tangent 
par son équation en coordonnées rectangulaires X, Y, Z. Nous 
le considérerons a cet effet comme déterminé par les trois points 
N, *, t l . 

J'appelle j?i, y\\ x %y y 2 les coordonnées de ces deux traces 
dans le plan équatorial. Le droite tt' aura pour équation 

(Y — yi) ^ 2 ~^i) = (X — Xi){y z — yi). 
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Celle du plan lui-même sera donc de la fortne 

( Y - VU (** — *0 — (X — Jri) (y, — yi) = mZ , 

et le coefficient inconnu m se déterminera en obligeant ce plan 
à passer par N, ce qui donne 

(y— yOte— •*«) — ( x ~ ^0(^2 — yd=™*- 

En divisant membre à membre, nous obtiendrons donc l'équa- 
tion du plan tangent. Il suffit par conséquent de connaître les 
quatre coordonnées j?i, yi; x 2 , y 2 . 
On a pour le point t 

Xi = 0/ cos tOk = On tang Ont sin nOA , 

yi = Ot sin tOk = On tang Ont cos nOA . , 

.■ ' * 
Mais l'angle Ont que comprennent la tangente et le rayon ve- 

cteur est le même pour les deux courbes semblables (n) et (M) 

(N° 8). Il vient donc 

F 

tangOn£ = -— -, 

et par conséquent 

F . F F F 

J?i=Rp r sina)-p r y î y t = R — cos <o==-^#. . ., 

Nous avons d'autre part en ce qui concerne le point t l '' 'V-f 

x 2 = Rcos (o + S' cos (6 — i) = x + s/"' ( — j cos (6 — i) , • 
y 2 = R sin a) + S 7 sin (6 — i) = y -{- zf l — j sin (0 — i) . 

On remplacera 9 ainsi qu'il vient d'être dit (N° 43), et Pbk* 
aura, entre les coordonnées X, Y, Z, l'équation du plan tan- 
gent au point (x, y, z). 

45. Cette théorie convient en particulier a la famille des nau~< 
tiloïdes de génératrice quelconque, II s'opère alors" quelques* 
simplifications. 

Les projections des trajectoires, que nous savons être tini^ 
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jours semblables à la directrice, lui deviennent maintenant éga- 
les, avec des déviations variées. La sous-tangente de cette 
cônhélice est alors égale a l'arc de la spirale logarithmique qui 
en est la projection, compté a partir du pôle. Les traces des 
surfaces-talus circonscrites au nautiloïde suivant ses cônhélices 
sont elles-mêmes des spirales logarithmiques égales mais déviées. 



§ vu 

Nautile à front normal 

46* Le nautile que nous avons étudié en détail (§ III), pré- 
sente sa section circulaire dans le plan méridien. Pour obtenir 
un type convenablement rapproché du genre Naulilus, tel que 
nous l'offre la conchyliologie, cette solution peut avoir quelque 
intérêt si l'angle a est suffisamment voisin du quadrant, c'est-à- 
dire la spirale logarithmique assez lente. Mais à coup sûr l'assi- 
milation échouerait avec une directrice rapide. Cette première 
solution reste donc entachée d'une certaine insuffisance. 

Pour nous en affrauchir nettement, nous substituerons a la 
condition du front méridien (j = 0) celle du front normal 

Dans ce but, noas commencerons par reprendre, avec cette 
nouvelle détermination de t, une entière généralité, c'est-a-dire 
une directrice F, une génératrice /*, et une loi de similitude <p 
arbitraires. 

47 . La position normale nous donne 

F' 
tang t = cot a = —^ . 
r 

L'équation (2) de la trace du front devient donc 

R [sin (o> — 0) cos t + cos (<d — 6) sin t] = F sin t , 

Ou, en remplaçant sin* et cost par les quantités proportion- 
nelles F 7 et F 

(23) R[Fsin(a)-e) + F / cos((i)-6)] = FF'. 
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D'autre part la relation (3) prend la forme 
(24) R«-Fi+ »F^p_ /RtanpXN /jlUngXX 

Il n'y aura dès lors, pour obtenir en R, co, X, l'équation de 
la surface qu'a éliminer entre ces deux formules le paramètre 
compris sous les symboles F et cp. 

48. Considérons comme application Vanneau variable engen- 
dré par une génératrice quelconque f avec une loi de similitude 
également arbitraire cp lorsque la directrice est un cercle pas- 
sant par le pôle 

r = cosÔ. 
La relation (23) nous donne alors 

R [sin (a) — 0)'cos 6 — cos (m — 6) sin 6] = — sin cos 6 , 

R sin (co — 20) = — — sin 26 , 
R (sin (o cos 26 — cos <d sin 26) + -«- sin 26 = , 

(R cos a) — -- ) tang 26 = R sin o> , 

- 1 / 2Rsinco \ 

6 = — a rc tang — . 

2 ° \2Rcos(o— 1 / 

D'autre part la formule (24) devient 
R.-c„ s . 9 j 1+2î(W [!i^]J +f . Wr p^]. 



L'élimination se trouve donc faite une fois pour toutes, dans 
ces conditions de complète généralité, par la substitution de la 
valeur précédente de 6 ( 4 ). 



(!) Il est essentiel de ne pas confondre cet anneau variable à front 
normal avec l'anneau variable à front méridien que nous obtiendrions en 
remplaçant, dans l'équation générale (S), le symbole F (o>) par cos o>. 
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49. Arrivons, comme seconde application, au nautile a se- 
ction normale circulaire, en supposant a constant. 
L'équation (23) de la trace du front devient alors 

(25) Rcos(6-o> + a) = * A6 cosfl. 

La génératrice devenue un cercle de rayon Br sera représentée 
par la formule 



(26) Ç - V'bV 2 - ** = VW AÔ - R 2 tang 2 X . 

La relation (24) nous donne d'après cela 



R a = *2A0 + (B *,2A0 _ R2 tangî X ) + 2 ,A6 sin a v/ B i,2A6_ R a tang * X , 

R 2 (1 + tang 2 X) - (B 2 + 1) e 2M - 2e M sin a ^ B V AÔ - R 2 tang 2 X , 

H-^— (B 2 + 1) * 2A6 1 2 = 4* 2A0 sin 2 a (B^ 2A6 - R 2 tang 2 X) f 

|_COS K I 

ou en développant 

[(B 2 +l) 2 -4B 2 sin 2 a]* 4A0 

_f2^M_i)R!_ 4Rîsinïa n i 2A « + * =0t 

L cos , X D J cos*X 

c' est-a-dire 

(B 4 + 2B 2 cos 2a + 1 ) (f ™ 9 -^ 

— 2[B«+1 — (1 -cos 2a) sin*X] A A co8*V + i . # 

Pour simplifier, représentons par c 2 la constante 

(27) c 2 = B 4 + 2B 2 cos 2a + 1 , 

qui ne dépend que de A et B, c'est-à-dire a et A. Employons 
de même l'abréviation A pour désigner la fonction de la lati- 
tude X qui forme le second coefficient de l'équation bicarrée 

(28) A = sin 2 X cos 2a + cos 2 X + sin 2 b ; 



il 



cette dernière prend alors la forme très simple 

cî (f^y_ 2A (^i- X )+ 1=0, 

et donne par sa résolution 

/e A9 cosXY \±\/Â*=? 



c'ést-a-dire 

ce^" cos X 



= \ / \±^A*-C*. 



R 

Or il arrive précisément que ces radicaux superposés remplis- 
sent la condition qui rend possible leur décomposition en radi- 
caux simples 

_ ,AG 

cV2cos\— - = VA + c± VA — c. 
R 

On en déduit pour exprimer, soit r, soit 0, les deux formules 



„A0 



v/A + c+ t/A — c 



R [/^CCOSk 

(29) = tang a Log [-7— ^ ( v/Â+7 + /A-c)l . 

| l/2ccosX J 

11 suffit maintenant de les substituer dans la relation (25), eh 
restituant en même temps aux abréviations A et c leurs signifi- 
cations respectives (28) et (27), pour obtenir, entre R, a>, X, 
l'équation du nautile a front normal circulaire. 

50. En y faisant co = 0, on obtiendra entre R et X, ou R et'*, 
l'équation de la courbe capable d'engendrer ce même nautile 
comme surface nautiloïde à front méridien (N° 32). — 

Si l'on coupe au contraire par un cône de latitude, X devient 
constante, ainsi que A. L'exponentielle est alors proportionnelle 
a R, qui disparait de l'équation (25); mais il reparait par la 
substitution de la valeur (29) de 0. La formule exprime alors 
que a) est, sauf une constante, égal a LogR, ce qui est l'équa- 
tion de la spirale logarithmique. Nous savons en effet que telle 
est la projection de la cônhélice. 
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Nous obtenons de plus les conditions de la réalité de cette 
intersection. Il nous faut en effet poser, pour assurer celle du 
second radical 

A>c, 

c'est-a-dire 

sin 2 X cos ia + cos 2 X + B 2 — c > . 

Si le cône de latitude commence par être très ouvert dans le 
voisinage de l'équateur, X s'écarte peu de 90 degrés, et cette 
expression de 

cos2a + B* — c, 

quantité négative. On a en effet 

(cos 2a + B 2 ) 2 = B 4 + 2B 2 cos 2a + cos* 2a , 
c 2 = B 4 + 2B 2 cos2a+l, 

et ce dernier résultat est supérieur au précédent. Il faut donc 
que X reste inférieure à la latitude limite X capable d'annuler 
l'expression ci-dessus 

sin 2 X cos 2a + cos 2 \ + B 2 — c =* , 

>-y ,_b 2 -c 



tangXo 



cos 2a 

Cette valeur fournira l'équation de la cônhélice de contact avec 
le cône limite; laquelle se dédouble ensuite en deux autres 
pour des latitudes moindres. 

51. Si Ton remplaçait z par mz dans l'équation (26) du 
cercle générateur et dans la suite du calcul, on obtiendrait de 
même l'équation de la surface nautiloïde à front normal elli- 
ptique; type dont se rapprochent dans la nature fossile certaines 
ammonites. 
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SECONDE PARTIE 
Volume, centre de gravité, moment d'inertie 

§ VIII 

Formules fondamentales 

52. Nous entreprenons, dans cette seconde partie, d'établir 
pour les surfaces a front générateur, ies diverses théories qui 
constituent la Géométrie des masses. Nous supposerons essen- 
tiellement en ce moment le front normal. Il nous sera aisé plus 
tard (§ XIV) d'étendre ces méthodes a un front quelconque. 

J'appelle u l'élément, infinitésimal dans toutes ses dimensions, 
de Taire U de la génératrice. Ses coordonnées, envisagées 
dans le plan de front, sont Ç et z. Je désigne par m* le moment 
d'ordre k de Taire entière 

mie = E#Ç /f , 

pris par rapport a Taxe vertical mené par le point décrivant 
de la directrice. On aura par exemple m pour Taire elle-même 
U; mi représentera le moment ordinaire de cette étendue, et 

par suite Tabscisse de son centre de gravité; m% sera son 

m 

moment d!inertie. 

Envisageons le front dans deux situations infiniment rappro- 
chées. Elles renferment entre elles une tranche élémentaire, re- 
présentant la différentielle d\ du volume fini V compris entre 
deux fronts extrêmes. L'élément v de cette tranche sera un 
tronc de cylindre, élevé normalement sur Taire infinitésimale u. 
Nous désignerons par n* le moment d'ordre k du volume de la 
tranche rfV 

Comme tout à Theure, n sera le volume lui-même rfV de 

cette tranche, — Tabscisse de son centre de gravité, n± son 

moment d'inertie. 

H est de la plus grand importance de ne jamais confondre 
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les n avec les m. Les premières forment précisément l'objet de 
nos recherches dans cette seconde partie. Quant aux intégrales 
définies m, elles doivent être ici considérées comme directement 
connues par l'application du calcul intégral à la génératrice /*, 
lorsque cette fonction est exprimée dans chaque cas. 

53. L'élément infinitésimal du troisième ordre v a la forme 

d'un cylindre élevé 
Y * sur la base u nor- 

malement au front F, 
et coupé obliquement 
par le suivant F'. 
L'angle de ces deux 
plans étant lui même 
infiniment petit, nous 
pouvons supprimer, 
au moyen d'une tron- 
cature opérée par un 
plan parallèle a F, 
un élément du qua- 
trième ordre. Le vo- 
lume de v sera alors 
le produit de n par 
la hauteur nn 1 (fig. 9). 
Celle-ci peut s'éva- 
luer en fonction de l'arc de la directrice rfs = MM\ au moyen 
des triangles semblables CMM\ Cnn' formés par deux rayons de 
courbure consécutifs de cette ligne. Je désigne leur longueur 
par p. Les triangles donnent alors la proportion 




Fig. 9 



ds p 



*'=( 1+ 1K 



Il vient donc 



v = u(l+$-\ds. 
n k = Et* (l + 1) Çdt = dî2t& + — EmÇ*+* . 



De là cette formule fondamentale 



m 



»*= (m+— — J d** 
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qui relie les n aux m, pour passer des aires de la génératrice 
aux volumes de la surface a front générateur. 

54. Nous apporterons ici une simplification essentielle en 
nous fondant sur la condition qui domine toutes nos théories, 
a savoir la similitude incessante des sections génératrices* 

Marquons sur la directrice un point arbitrairement choisi, 
niais dorénavant immuable. Je le désignerai toujours par la 
lettre I, et ses coordonnées par n, ôi. A moins d'avertissement 
contraire, nous adopterons ordinairement pour ce point l'inter- 
section de la courbe par Taxe polaire (Ô|=0); et nous pren- 
drons comme unité de longueur (n = 1) le segment ainsi inter- 
cepté sur cet axe. 

Les dimensions linéaires de la section variable U de la géné- 
ratrice, sont a celles de son passage Ui par la trace I de là 
directrice sur l'axe polaire, dans le rapport de <p(0) a 9(61), ou 

en abrégé — . Les éléments superficiels seront dans le rapport 

des carrés. On aura donc 



a*--^ 2 ***. 



c'est-K-dire 



(31) mi=, ^î+îN»' 

Désignons par fi* le facteur constant 

_ (m k )i 

qui dépend de k, mais nullement de 6. Nous pourrons alors 
écrire simplement 

et la formule fondamentale (30) deviendra 

(32) «*-(ti* + ^|tJH-i) ?*+■»*. 
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55- Ceci po^é dans des termes complètement généraux, 
introduisons des hypothèses progressivement restrictives. 

Dans la première partie de ce mémoire, nous avons envisagé 
des surfaces vectorielles du premier ordre, en supposant que cp(6) 
ne soit autre que le rayon vecteur lui-même F(6) de la dire- 
ctrice. Nous appellerons plus généralement surfaces vectorielles 
d'ordre p celles pour lesquelles les dimensions de la génératrice 
varient comme la puissance p de ce rayon vecteur. Nous pren- 
drons a cet effet, sans nous embarrasser de coefficients cons- 
tants 

(33) <f(0) = 7* = FP(0). 

Cet ordre p sera ordinairement entier et positif; mais il peut 
tout aussi bien devenir fractionnaire, incommensurable, ou même 
négatif. 

Pour />=1, nous retrouverons les surfaces a proprement 
parler vectorielles. En faisant p«0, on aura en particulier les 
surfaces-tubes, pour lesquelles la section normale à la directrice 
reste constante. 

Avec une vectorielle d'ordre quelconque p, la formule fon- 
damentale (32) deviendra; 



(34) n h = ^ + _m +l j 



FP+*»dg. 



56. Abandonnous le caractère vectoriel, en rendant a <p 
toute son indépendance; mais particularisons la directrice, en 
adoptant la spirale logarithmique 

(35) ' m F = * A °, F' = A* aô , 

ds = dO v/F*+F /2 = -^- dO, 
sinfl 

(F 2 + F'*)* * aQ 

P- F 2 + 2F' 2 -FF" "" sina ' 

L'équation fondamentale (32) devient alors 

(36) ^_^+l™lm +l ^..^_ Ji 



sina 



-(■Sï^ + WH- 1 ) *****' 
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57- Réunissons maintenant les deux caractères qui viennent 
de nous occuper: directrice spirale et similitude vectorielle 
d'ordre p. Il viendra, en rendant a 9, dans la formule (36), sa 
valeur (33) 

\sina / 

On peut aussi mettre ce résultat sous une autre forme, en 
introduisant la différentielle dr au lieu de dO 



. COSff -fl 

rfr = -, * A0 <# . 

sin a 



Il vient ainsi 



»* — (t** + r*- 4 sin « . p* +4 ) -^^- * • 

Pour une vectorielle ordinaire (jt?==l), ces deux formules 
deviennent 

\ sin a / 

(37) n k - (m + fr+i sin a) -— rfr . 



Six 

Volume 

58. La recherche du volume Y se fera en supposant k = 
dans les formules générales du § VIII. 

Prenons, ainsi qu'il a été dit (N° 54), le point fixe I sur Taxe 
polaire en supposant 9| = 0, avec des coefficients d'homogénéité 

tels que <p(0i)= 1. Dans ces conditions, ji , ou ^ ° 2 , se réduit 

a l'aire Ui que présente la section génératrice lors de son pas- 
sage en I. 
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: Quant a jjli, c'est alors le moment U« £'i de cette aire par 
rapport à la verticale de I, en appelant, . pour cette situation 
spéciale, Ç'i l'abscisse (prise par rapport à i dans le front nor-> 
mal Fi) du centre de gravité de l'aire Ui. 

De son coté n est le volume dS de la tranche, et la for- 
mule générale (32) devient dans ces conditions 

(38) tfV=(l+!Ç',W ? «A f 

c'est-à-dire finalement 

(39 > S Œ F^ [(FÎ + F '^ + $ ^ (F, + 2F ' Î - FF ^- 

Le problème se trouve ainsi ramené aux quadratures. 
Envisageons quelques applications. 

59. Surfaces de révolution. — Nous obtiendrons une vérifica- 
tion en prenant comme directrice un cercle concentrique k 
l'origine 

F=l, F' = F" = 0, 

. • .' 

avec une génératrice constante 

9=1.' 
La formule (38) devient: 

rfv=(i + S'4)Ui</e, v = (i + ^)u,e. 

Or £'i désigne la distance du centre de gravité de l'aire géné- 
ratrice Ui a la trace I, et par suite 1 + £'i sa distance a Paxe 
de rotation. Le produit (1+Ç'i)9 est donc Tare de cercle dé- 
crit par ce centre de gravité pendant que l'aire Ui engendre 
un onglet de ce corps de révolution. Nous retrouvons ainsi le 
théorème de Guldin. 

60. Surfaces-tubes. — Conservons la génératrice constante 
ç = l, mais avec une directrice quelconque. La formule (38) 
s'écrira 

rfV = (£fc + SVe)Ui, 
si nous appelons e l'angle de contingence de cette courbe?. On 
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aura d'après cela 

Le volume de la surface-tube s'exprime donc par la somme de 
deux autres, a savoir: 1° le produit de Taire constante par 
Tare que décrit sur la directrice celui de ses points qui guiçle 
le mouvement normalement a cette courbe; 2° le produit de 
cette même aire par Parc de cercle que décrirait son centre de 
gravité en tournant de l'angle total de contingence autour de 
Taxe mené par le point décrivant perpendiculairement au plan 
de la directrice ( 4 ). 

61. Surfaces de gyration. — Je désigne ainsi les surfaces en- 
gendrées par la rotation d'un profil méridien dont un point 
décrit un cercle, mais qui, au lieu de rester invariable, comme 
pour les corps de révolution, se modifie homothétiquement par 
rapport a ce point d'après la loi <p(0). 

Prenons pour unité le rayon p du cercle qui sert de dire- 
ctrice. Son arc ds sera mesuré par dO, et la formule (38) de- 
viendra 

d'où en intégrant 

V»Ui/9»(»>» + U«Ç'i/9«(»>«. 
Je ne m'arrêterai pas à des applications particulières. 

62. Spirales sinusoïdes. — Envisageons comme directrice la 
spirale sinusoïde 

r n » C n cos nO , 

d'ordre quelconque n 

i ±-i 

F = Ccos n n0, F / = — -Ccos n ndsin n0, 



V/F â + F'* = Ccos« n0. 

Nous laissons la génératrice quelconque. Toutefois, pour sim- 
plifier les résultats, nous la supposerons centrée, c'est-a-dire dé- 
crivant la directrice, soit par son centre de gravité lui même, soit 
par la projection équatoriale de ce point. En un mot : Ç'i = 0. 



(') Voy. le mémoire de M. Kœnigs sur les surfaces-tuyaux. 

A-4 R. 4822 



hO 



Nous admettrons en outre la similitude vectorielle d'ordre 
quelconque p. La relation (38) donne alors : 



dW 



-U.(-£)V 



■^- -■ ot ^ + F " "" u,c cos ~ _wô ' 



= U ' C I' 



cos "n nO.dO , 



en intégrant depuis Taxe polaire (6 = 0, r = C) jusqu'à un azi- 
mut quelconque. 

On peut en particulier, lorsque n est positif, intégrer jusqu'à 

TZ 

= — ; ce qui correspond à r = 0, en embrassant une demi- 
boucle de la directrice. 

63. Quel que soit Tordre n, nous pouvons réussir l'intégra- 
tion en employant une loi vectorielle toujours la même, à savoir 
la variation des dimensions de la génératrice en raison inverse 
de la moyenne géométrique entre le rayon vecteur et la lon- 
gueur qui sert d'unité. 

Cet énoncé donne en effet: 

l tp-»+i 

P 2 ' n 

On peut notamment appliquer ce résultat aux directrices très 
simples : 

n = — 2 , Hyperbole équilatère, rapportée à son centre, 
— 1 , Ligne droite quelconque, 

— -~, Parabole, rapportée à son foyer, 

+ — , Cardioïde, rapportée à son rebrousse ment, 

+ 1 , Cercle, rapporté à un de ses points, 

-)- 2 , Lemniscatc de Behnoulli, rapportée à son centre- 
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64. Posons maintenant 
(40) %p-n+l ^^ (N+j) n -2/>=l, 

cos N n(W0-=-^ I cos N a</«. 
o n Jo 

Attribuons par la pensée a N diverses valeurs déterminées arbi- 
trairement; puis, pour chacune d'elles, faisons varier corréla- 
tivement n et p de manière à satisfaire par leurs couples de 
valeurs simultanées à la condition (40). Si nous conservons à 
l'azimut une même valeur pour former la limite de l'intégra- 
tion, Ton voit que la différentielle, et par suite l'intégrale définie, 
resteront identiques pour ces diverses hypothèses. De là une 
infinité de familles (de paramètre N) composées chacune d'une 
infinité de surfaces (de paramètres conjoints n, p) lesquelles, 
bien que profondément différentes les unes des autres par la 
forme, présentent cette propriété remarquable d'avoir toutes, 
pour le même azimut limite 0, un même volume, dont la valeur 
ne varie que d'une famille à l'autre avec N. 

On pourrait même, toutes les fois que N recevra une valeur 
commensurable, employer l'analyse indéterminée du premier 
degré a chercher pour n et p des systèmes de valeurs entières 
qui satisfassent a Péquation (40), de manière a obtenir des 
spirales sïnusoides et des lois vectorielles simples. 

Les systèmes de valeurs de n et p qui satisfont à la condi- 
tion (40) pour une famille déterminée N, se groupent deux par 
deux pour des valeurs de n égales et dé signes contraires. Elles 
correspondent a des spirales sinusoïdes transformées F une de 
l'autre par rayons vecteurs réciproques, et respectivement as- 
sociées aux lois vectorielles 

(N+l)n-l , (N +l)n + < 
P- ^ ' P- 2 

qui satisfont a la relation 

,>+/>'= -i. 

Il s'attachera de même un intérêt spécial aux familles d'or- 
dre N entier et de signe quelconque; car l'intégration peut alors 
toujours s'effectuer entièrement par les méthodes classiques. 
J'indiquerai a cet égard les cas les plus simples. 
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65. Supposons en premier lieu 

N = 0; P = ^~, »-2p+l; 



et considérons comme exemple dans cette famille le cercle 
passant par le pôle (n = ï). Il s'ensuit: p = 0, c'est-à-dire la loi 
vectorielle des surfaces-tubes. On obtient ainsi un anneau en- 
gendré par la révolution d'une aire quelconque, dont le centre 
de gravité parcourt un cercle. La formule (40) donne alors 

V = U 4 C0. 

Dans cette expression C désigne le diamètre du cercle, et 
l'angle inscrit. C6 est donc le produit du rayon par l'angle au 
centre, c'est a-dire l'arc du cercle directeur. D'ailleurs U< re- 
présente l'aire génératrice. On retrouve donc le théorème de 
Guldin. 

66. Soit en second lieu 

ni 1 « 1 



= U ' C I' 



2 ' — * ' 2 ' 
cos nuau = sin nu . 



Comme premier exemple dans cette seconde famille, consi- 
dérons la parabole rapportée à son foyer 

n = -j> /> = -!; V = 2UiCsin|-. 

La similitude de la section génératrice doit alors se régler en 
raison inverse du rayon focal. Si l'on étend l'intégration jusqu'à 
6 = rc, il vient pour le volume du demi-solide indéfini 

V' = 2iUC, 
et pour le corps entier 

V" = 4U|C. 

Prenons comme second exemple de cette même famille la 
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cardioïde 

surface-tube dont la directrice est conjuguée de la précédente 
par rayons vecteurs réciproques, et donne les mêmes formules. 

87. Envisageons encore la famille de surfaces 

N = 2 -> P = g— . n= 2 — ; 

v=UiC I cos»M0«re=^ | (i+cos2»e)rfe 

TT C 
= -j-~ (2^0 — sin 27*0) . 

Comme premier exemple, prenons le cercle passant par le 
pôle 

n=t, p = t; V = ^(2fl-sin20). 

La surface est purement vectorielle, et nous retrouvons l'anneau 
variable a section normale (N° 48). Le volume du corps entier 
(pour = tc) est le suivant 

v , = xUiÇ 



c'est-à-dire le produit de Taire génératrice par la moitié de la 
circonférence directrice. 

La surface conjuguée sera, en changeant le signe de n 

n = — - 1 , p = — 2 . 

Sa directrice est une ligne droite. Les dimensions de la généra- 
trice varient en raison inverse du carré du rayon vecteur, et 
par conséquent son aire en raison inverse de la quatrième puis- 
sance. Le solide, quoique infini en longueur, comme celui que 
nous avons dérivé de la parabole, reste, ainsi que ce dernier, 
de volume fini, représenté par la formule précédente. 
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68* Je prendrai une dernière application parmi les valeurs 
négatives de N. L'hypothèse N = — t serait précisément celle 
qui a permis de réussir l'intégration (N° 63), pour une valeur tout- 
à-fait quelconque de n, avec la loi spéciale p=— ~. Il n'y a 
pas a y revenir. 

Passons donc à la valeur 

N-- -2; p = --^±l, « — (î, + l); 

V = UiC I 2-^ = tangnfl. 

Jo cos z n0 n 

Comme premier exemple dans cette dernière famille, envisa- 
geons le cercle 

n=t, /> = — 1; V = U|Ctange. 

Les dimensions de la génératrice varient en raison inverse du 
rayon vecteur; et Ton obtient une sorte de conque évasée en 
forme de cor. Son volume total serait infini; mais on peut le 
déduire de la formule précédente pour un azimut poussé aussi 
près que l'on voudra de rc. 
La figure conjuguée 

n = — 1", /> = 0, 

correspond a une directrice rectiligne, avec section constante. 
C'est donc un cylindre quelconque a bases parallèles; et son 
volume connu nous fournit une vérification de la formule pré- 
cédente. 

69. Surfaces nautiloïdes. — Arrivons enfin a l'objet principal 
de ces études: les surfaces nautiloïdes, à front normal, dire- 
ctrice spirale et similitude vectorielle ordinaire (p= 1). La géné- 
ratrice reste quelconque; et c'est à titre particulier que l'on 
pourra invoquer, pour le nautile à front circulaire normal 
(N° 49), le résultat général que nous allons formuler. 

La relation (37) donne alors, pour k = 

r^dr 
d V = n = (|jl + |u sin a) ■ 



cosu 



&5 



d'où ( 4 ), en intégrant a partir du pôle (r = 0). 

V= U< (l+5'ising)r3. 
3 cos a N ' 

11 ne faut pas perdre de vue que cette formule totalise le 
volume de toutes les spires consécutives, qui parfois se péné- 
trent mutuellement dans une même portion de l'espace. Mais il 
est facile de s'a (Franchir de celte complication. Il suffit a cet 
égard de se limiter a l'évaluation d'un tronçon d'amplitude 
inférieure a 2ic. Il sera la différence de deux expressions sem- 
blables à la précédente; et dans cette soustraction la partie 
compliquée aura identiquement disparu. 

Supposons en particulier une génératrice centrée sur la ver- 
ticale du point décrivant (£'* = 0). Il vient alors plus simple- 
ment, pour le volume compté à partir du pôle 



3 cos a 
et pour un tronçon limité M'M" 

y» y/_ U ' fri/i ^ r«-,-> V^ + TM + r'r') ^ 
3 cos a ' cos a 3 

7* 

Or représente l'arc s de la spirale logarithmique compté 

a partir du pôle, et Uir 2 mesure la section U au point quel- 
conque M de rayon r. On peut donc écrire 



D'après cela, le volume d'un tronc limité de nautiloïde à front 
normal quelconque, mais centré , est le produit de Parc de spirale 
que décrit le centre de gravité de Paire, par la moyenne arithmé- 
tique de la grande base, de la petite base, et d'une moyenne géo- 
métrique entre ces deux bases. 



(i) Dans cette formule, et toutes les suivantes relatives aux surfaces 
nautiloïdes, a disparu l'homogénéité, que nous avions au contraire mise en 
évidence pour les spirales sinusoïdes; attendu que l'équation (35) de la 
spirale logarithmique suppose que l'on a pris pour unité la longueur 01 
interceptée sur Taxe polaire. 
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SX 
Centres de gravité 

70. La recherche du centre de gravité (c'est-a-dire celle du 
moment du premier ordre) se fera en supposant dans les for- 
mules générales du § VIII, k=\. Les coordonnées de ce centre 
sont en eflet le quotient par V (dont nous possédons mainte' 
nant l'expression) des moments Ev.r, Ei;y, Erz. Nous repre- 
nons d'ailleurs une entière généralité pour les trois fonctions 

F. f, ?• 

Nous poserons d'abord des formules fondamentales (fi g. 9) 

x = Op = OM cos MO A + Mn cos (MOA — KMO) 

= r cos -f- Ç cos 6 — ( — — a\ L 
c'est-à-dire 

(41) x = r cos + Ç sin (0 -f a) , 
et de même 

(42) y = r sin — Ç cos (0 + à) . 

Prenons d'après cela le moment relatif au plan YOZ, qui 
nous fournira l'abscisse du centre de gravité ( 4 ), 

dUvx = r cos Eu + sin (0 + a) EuÇ = n Q r cos + it{ sin (0 +a) 

= ( m H ] r cos Qds + ( au + — ) (sin . ds cos a + cos . ds sin ar) 

5=8 (^0+ R) ? 2 ** cos 0d!s + f [xi + — |x 2 J <p 3 (rfr sin 6 + r cos rffl) . 



(*) Je crois devoir signaler à l'attention que, dans cette formule, et 
pour un grand nombre des suivantes, le signe de sommation E s'étend 
dans le premier membre à tout l'ensemble du corps considéré et, dans le 
second, seulement à % la tranche infinitésimale. C'est au fond le dE du pre- 
mier membre qui équivaut aux E du second ; les deux membres des équa- 
tions se rapportant, bien entendu, au même système matériel. . 
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Nous aurons donc, en divisant par 8 

d 
dO 



(43) -JgZvx^ifoprcme-g 



+ |iicp 3 1 — cos 8 —zz- + r cos 8 + -^- sin 8 j 
+ Ji-jç 4 1 r cos 8 -J- —m sin J • 



On trouverait par une marche semblable (42) 
d ^ , .. ds 



(44) 2î;y = (x 0? Vsin8-^ 



+ (xiç 3 1 — sin 8 — ^ + r sin 8 — -^ cos 8) ) 
-f* [**<p 4 (f sin 8 — -r^- cos 8 j . 

71. Envisageons en troisième Heu l'altitude z. Il vient a cet 
égard (N° 54) 

dZvz = Zuz(\+^ds = dsZuz+ — l t uz$. 

Nous avons représenté ci-dessus par wii, mj, . . . , les intégrales 
£t*£, Et/Ç*, . . . , fonctions de la seule abscisse Ç de l'élément u. 
Désignons de même par /i, &, ..,, les intégrales Et**, Et***, ..., 
fonctions de l'altitude « uniquement; et encore par t% l'inté- 
grale Euz£ qui dépend a la fois des deux coordonnées. Ces 
symboles représentent, au même titre que les précédents *w, 
des quantités qui doivent être considérées comme connues 
d'après l'équation de la génératrice (§ XIV). 

De plus nous poserons, comme au N° 55, en nous rapportant 
au même point arbitraire I 

Il viendra dans ces conditions 

<«) **-£•+»*£• 

A-4 • R. 4822 
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En substituant dans les formules générales (43), (44), (45), 

les expressions classiques de -^- et p, nous posséderons donc 

du 

en fonction de 0, <p, F, F', F" les dérivées par rapport à des 

moments relatifs aux trois plans coordonnés, et le problème se 

trouve ainsi ramené aux quadratures. 

72* Attachons nous spécialement au cas des surfaces nauti- 
loïdes, pour lesquelles nous avons 



r 






dO ' dO sina \ r sina 

Il vient alors (43), avec une valeur constante pour a 
(fàvx 4 cos 



. cos g f cosa . \ 

= IV —s + IM/** 2 cos 6 H — : sm 81 

u sin a * \ sm « / 

. t . / * , cosa . A 

+ ujr* sin a I cos -\ — ; sm , 

\ sina / 



et par suite: 



2w = (-P— + |aj\ cos a ! ** a6 sin dO 
\sina ^ ) J_^ 

+ (-^- + 2111 + 111 sin «^ | *"°cos0<0. 
\sma /J-oo 

Rien ne serait plus facile que de transcrire le résultat de ces 
intégrations, qui sont classiques; mais nous pouvons en sim- 
plifier l'expression de la manière suivante. 

Le centre de gravité du volume, étendu depuis le pôle 
jusqu'au front normal mené par le point décrivant M. d'azi- 
mut 0, fait, d'après la similitude fondamentale, partie de l'édifice 
géométrique dont ce point est le directeur. Il suffit donc de 
déterminer la position de ce centre dans l'édifice pour un seul 
instant; par exemple pour le point de repère I, qui a été choisi 
sur Taxe polaire. Le centre G occupera ensuite, par rapport au 
terminus quelconque OM, une position hoinothétique de celle 
que présente ce dernier Gi relativement a 01. 

En un mot, il nous suffit d'intégrer, non plus de — oo à 0, 
mais de — oo h zéro. Ces quadratures, qui ont naturellement 
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des expressions plus simples que les précédentes sont 






4A6 sinerfe = - 



sin'tf 



** a6 cos0</0 = 



1 + 15 cos* a 
4 sin a cos a 



1 + 15 cos 2 a 
et nous donnent 

(1 + 15 cos* a) Çùvx)i = — sin* a cos a j -£ h |xj J 

+ 4 sin a cos a ( . ° + 2iti + us sin a ) , 
\sina r- r- j 

c'est-n-dire finalement 

(1 + 15 cos 2 a) (Lvx)i = 4jt 
+ [ii sin a (8 — cos ^ + (jlj sin a (4 sin a — 1) . 

On trouvera de même (44) 

(1 + 15 cos* a) (Evy)i = — |x sin a 
— 2|M (1 + cos 2 a) — |xj sin a (1 + 3 cos 2 a) . 

En ce qui' concerne le troisième moment, il nous vient (45) 

d - 4 

-fi Xvz = (X 4 + V% sin «) - 



dO ' cos a " 

cos a J..» 4 cos* a v J 

et en particulier pour le point I 

vi \ sin a .. ... . x 

(Lvt)l = 4 cos 2 a (Xi + X 2 Sm fl) ' 

§XI 

Lieux géométriques de centres de gravité 

73. Proposons nous la recherche du lieu géométrique du 
centre de gravité, lorsque vient a se mouvoir le point décri- 
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vant, terminus d'un tronçon variable. Nous distinguerons a cet 
égard trois problèmes différents. 

Nous pouvons en effet envisager: 1° le lieu du centre de gra- 
vité y de l'aire génératrice sans épaisseui U comprise dans le 
I)lan de front; 2° celui du centre de gravité g du tronc de cy- 
indre infiniment mince rfV compris entre ce front et le suivant; 
3° ou enfin celui du centre de gravité G du tronçon fini V ren- 
fermé entre une section fixe et un front variable. Abordons suc- 
cessivement ces trois questions. 

74. J'appellerai r\ ff, z' les coordonnées du centre de gra- 
vité y de l'aire sans épaisseur de la section génératrice. Il se 
trouve déterminé, dans le plan de front lui même, par cette 
altitude z f et son abscisse Ç' relative au point directeur M 

(46) 

Marquons par f sur la figure 10 la projection équatoriale du 
centre de gravité f de l'espace. 





Fig. 10 
Le triangle OM? nous donne en premier lieu 

ÔTo = ÔM* -f- My5-2ÔM • Mïo • cos OM^o 
On a d'ailleurs 

cos OM y = — sin a » 



ds j/f* -}- F'* 
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Il vient donc 

(47) r / -i/r» + Ç / * + 2rÇ / 



t/F*+F' 2 



En remplaçant r par F, et Ç' par l'expression (46), nous aurons 
celle de r 1 en fonction de 0. 

Le même triangle donne en second lieu 









sin MOï 




sin OMï 




Mïo 




Oïo 


c'est-a 


-dire 










(48) 


sin(0- 


-<?0= 


= —7- cos a = 

r 


V 


dr _ Ç 



V / F 2 + F /a 

En substituant pour £' et r' les valeurs (46) et (47), nous obti- 
endrons celle de 0' en fonction de 0. . 

L'élimination du paramètre entre les expressions (47) et 
(48) fournira, avec les coordonnées polaires, r 7 , 0', l'équation 
du lieu géométrique de la projection équatoriale ï du centre f. 
Quant a l'altitude z f de ce dernier, elle participe à la simili- 
tude générale dont le rapport régulateur est <p. On a donc, en 
se repérant au point I 



zi <p(o) 



En adjoignant cette relation aux deux précédentes (47) et (48) 
pour l'élimination de 0, Pon obtiendra entre r 7 , 0', z r les deux 
équations du lieu géométrique du centre de gravité 7 dans 
l'espace. 

75. Passons au second problème, en envisageant, a la place 
de f, le centre de gravité g du volume de la tranche infinitési- 
male. 

Désignons par r /; , 0", x 11 ses coordonnées, et par £" son abscisse 
dans la section frontale par rapport au point directeur M. Si 
Pon remplace, sur la figure 10, f par ^ , projection de g, il n'y 
aura rien a changer pour la marche des calculs, si ce n'est que, 
dans la relation (46), les intégrales m, relatives a Paire sans épais- 
seur, doivent être remplacées par les n, qui se rapportent au 
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volume de la tranche. 11 vient ainsi: 



4 



mi-\ |Aicp 3 +^— T — 

(49) g"--*- *-- P_ = ? Jf±P + ^^. 

«• ^ + «L ^+Jl£ Y HoP + W* 

En substituant (49) à (46), on n'aura qu'à conduire des élimi- 
nations semblables pour obtenir entre (r", 8"), ou entre (r /, l 6", z") 
les équations respectives du lieu géométrique de g Q sur l'équa- 
teur, ou de g dans l'espace. 

76. La modification sera plus profonde pour la troisième 
question. En effet G ne se trouve plus dans le plan de front, 
comme g et comme 7. Nous appellerons (r"', 0' ,f % z rf ) ou (#"', y'", 
z'"), ses coordonnées. 

Une première méthode consistera simplement à éliminer 6 
entre les expressions qui nous sont connues (43), (44), (45) et 
(39) 

V V V 

En les envisageant toutes les trois à la fois, on obtiendra les 
deux équations du lieu de G dans l'espace. Si l'on se borne 
aux deux premières, elles fourniront celle du lieu de sa proje- 
ction G dans le plan de l'équateur. 

Mais nous pouvons d'autre part rattacher cette recherche à 
des aperçus tout différents. 

77. Si l'on décompose un système matériel quelconque en 
diverses parties, pour condenser en leurs centres de gravité 
respectifs leurs masses individuelles, on constitue par la un sys- 
tème fort différent, dont le centre de gravité est néanmoins resté 
le même. 

Appliquons ici ce principe, et condensons au centre de gra- 
vité g de Tune des tranches élémentaires sa masse rfV, en la ré- 
partissant sur Tare infinitésimal ds" qui en traverse l'épaisseur 
le long du second des lieux géométriques que nous avons ap- 
pris à déterminer (N° 75). Si Ton fait celte opération pour 
toutes les tranches, cette ligne s" se trouvera transformée en un 
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dV 
système matériel de densité variable -jjj- ; lequel aura le même 

centre de gravité G que le volume du tronçon V correspondant 
aux mêmes limites. 

Or la formule (38) nous donne 



'V-(ft> + |M ■*)?«*, 



9/ 

en fonction de et dO, et par suite aussi en 0' 1 et dO" d'après 
les éléments de l'élimination relative à la seconde question. Lare 
ds n nous est connu de même en d 1 ' et dO n . La densité le sera 
donc de son côté en 0'\ ou si Ton veut en s n . 

Le troisième problème se trouve ainsi ramené a cette autre 
recherche d'ordre général : trouver le centre de gravité d'une 
courbe dont la densité variable est exprimée en fonction de son 
arc. Les coordonnées de G seront ainsi obtenues en fonction 
de s", ou de 0', et l'élimination du paramètre auxiliaire, con- 
. duite comme au N° 76, en fera connaître le lieu géométrique. 

78. Cette méthode peut être employée pour les surfaces 
nautiloïdes. 

A la vérité la remarque invoquée ci-dessus (N° 72) que les 
centres de gravité f, g, G sont liés a l'édifice géométrique, 
suffit alors à nous montre a priori que leurs lieux géométriques 
sont des cônhélices; mais nous ne saurions nous en tenir a ce 
simple aperçu, et nous poursuivrons leur détermination com- 
plète. Je me bornerai toutefois à la recherche du lieu G, qui 
exige la connaissance préalable de celui de g\ mais nous ne 
nous arrêterons pas au lieu géométrique de 7, qui s'obtiendrait 
d'une manière toute semblable. 

Nous avons d'après les formules (35), (49), (47) 

Qi_ r sma _ r |H-Hn-sm« ^ jr 

l*o , (Ao + iMsina* |i + |ii sin a ' 

• I fM 

sma 
si nous employons l'abréviation j pour désigner le radical 
/=* VVo+I 1 » sm * 2 )"l" (N+W sina) a +2(|i. -f(Xi sina)(|xi+|jt 2 sina)sinà. 
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Il nous vient d'autre part (48) 



sin (0 — fr') = — cos a ~ — : — (ji* + jaj sin a) , 



• arc sin 



■[^^(rM + r*»»«)J. 
et par conséquent, en éliminant entre ces deux valeurs 

si Ton' fait pour abréger 

8 = arc sin — : — (ai + m* sin a) + taner a Log — ^ — : — . 

L ; 'J D D Uo+R s in<iJ 

Le lieu de la projection g du centre de gravité g des tran- 
ches infinitésimales est donc une spirale logarithmique égale h 
la directrice, mais déviée de l'angle 8. 

Quant à l'altitude z ,f de g, elle est donnée par la formule 
suivante, semblable à (49) 

g „ *ip + X*cp 
d'où, en remplaçant cp par r, et p par 



*" = r- 



sin a 
'Xi + ^2 sin a 



[i + jxi sin a ' 
c'est-a-dire 

„ X| + Xî sin a A j 0" + arc sin f^ii (^ -f {jl, 8 in o)l ! 

fi. +fjti sin« 

3" est donc proportionnel a r", et par conséquent, dans l'es- 
pace, le lieu de g est la cônhélice qui a pour équation 

z '' = (X 1 +Xjsina)r". 

7&. Cette ligne conservant une inclinaison constante sur 
l'horizon, si, après y avoir réparti la masse des tranches qu'elle 
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traverse, on rabat verticalement, toutes ces masses sur la proje- 
ction équatoriale, on constituera une spirale logarithmique ma- 
térielle possédant, en fonction de son propre arc, une loi de 
densité identique à celle de la cônhélice. Le centre de gra- 
vité G de cette dernière se trouvera donc sur la verticale de 
celui de cette spirale logarithmique. 

Si d'un autre coté, en reprenant sur la cônhélice les masses 
qu'on y avait réparties, on les transporte horizontalement sur 
cette verticale, cette opération ne changera pas le centre de 
gravité cherché. Il n'est donc autre finalement que celui de cette 
droite hétérogène. Mais les arcs de cônhélice sont, d'après Ja 
constance de son inclinaison, proportionnels a ces éléments 
de verticale. La densité de cette dernière suivra donc encore, 
en fonction de J 'altitude, la même loi qne celle de la spirale en 
fonction de son arc. 

Or l'élément infinitésimal du troisième ordre v est propor- 
tionnel à uds, par suite à r*dr, a r''*rfr", ou encore à s u ^ds" Q 
sur la spirale, et a z"*dz 11 pour la verticale. La densité varie 
donc sur ces deux lignes en raison de s" * et de z f/ *. 

En ce qui concerne la verticale, l'altitude z!" du centre de 
gravité G s'obtiendra d'après cela immédiatement 



J^t 



tz'l 

h*dh 



j; 



h*dh 



Quant à la spirale logarithmique, j'ai traité dans une autre 
occasion {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, tome cxlii, 
page 1174) de la recherche du lieu géométrique des centres de 
gravité de cette courbe lorsque sa densité varie en raison d'une 
puissance quelconque de son arc, entière, fractionnaire ou in- 
commensurable, positive on négative. J'ai montré alors ( 4 ) que 
ce lieu est une spirale logarithmique dont j'ai déterminé les 
éléments. Je me bornerai ici à les transcrire pour le seul cas 
qui nous occupe, dans lequel l'exposant est égal a 2. 

Si l'on emploie la notation auxiliaire 

cot 8 = 4 cot a , 



(!) Sous certaines réserves relatives à l'exposant négatif, qu'il est inu- 
tile de rappeler, puisque ce cas ne se présente pas ici. 

A-5 R. 4822 
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on a pour les coordonnées horizontales de G 

y''«3r , 'sinPsin(0 / '--p), 
et pour le Heu de ce point 

c'est-a-dire une spirale logarithmique égale au lieu géométrique 
de g et déviée de 



A = arc cot 



/* xi • w / 3 cosa \ 

(4 cot a) + tanga Log — — - ) , 

\ y sm* a + 1 6 cos* a) 



ce qui revient finalement a faire tourner la directrice de l'angle 
8 + A. 

Si Ton résolvait numériquement par rapport a l'angle a 
l'équation transcendante 

8 + A = 2/bc, 

on déterminerait ainsi des surfaces nautiloïdes spéciales, dont la 
directrice (quelle que soit la génératrice) contient en elle-même 
tous les centres de gravité du volume croissant à partir du 
pôle. 

§XII 

Moments d'inertie 

80. La recherche des moments d'inertie se fera en suppo- 
sant, dans les formules générales du § VIII: k = 2. 

Si Ton demande le moment d'inertie d'un corps par rapport 
a un axe quelconque, la théorie générale permet de passer de 
cette droite à une autre menée parallèlement par le centre de 
gravité (lequel nous est connu, § a), puis, au moyen d'une opé- 
ration inverse, de celle-ci a une troisième tirée parallèlement 
par l'origine des coordonnées. Nous pouvons donc nous borner 
a envisager les axes issus de ce point. 
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En second lieu, la théorie générale rattache le moment d'itter- 
tie relatif a une semblable droite, au moyen de l'ellipsoïde de 
Poinsot, a l'évaluation des six intégrales 

(50) &(y* + **), Er(*> + z») f . S*(*» + y«); 

%vyz , Eu xx , Etu?y . 



La recherche des deux premières peut être remplacée par 
celle de leur somme et de leur différence 



22i>** + Et> (x* + y*) , Sv (a?« - y 2 ) . 

Nous substituerons donc aux trois premières évaluations les trois 
suivantes, qui seront plus avantageuses 

Eî;** , £v (x* + y 2 ) • 2» (*■ — y*) . 

De là six questions à résoudre successivement. 

La première est des plus simples. Il vient immédiatement 



\ P/ — P 



Si donc nous employons ces notations analogues aux précé- 
dentes (N° 71) 

nous obtiendrons la valeur 

(61) ^w.+^.+i,,)^, 

dans laquelle il suffira de substituer les expressions difleren- 

ds ' 

tielles de p et -y^ en fonction de F, F', F" pour que le problème 

se trouve ramené aux quadratures. 
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81. Nous avons en second Heu (52), (53) 



</£»(**+ y») 

= Z\[rcosd + Zsin(0 + a)]*+[r&mO — Zcos(0 + a)]\ t 
= rV£v + 2r sin a Evç + £*'£* = n r f + 2nir sin a + nj , 



c'est-a-dire 



^Er(œ*+y*)==(wt H — -}r 2 -f2(wiH j r sin « + (*»i + -- 3 j . 

Nous pouvons d'ailleurs (aussi bien dans celte circonstance que 
pour les évaluations qui suivront) invoquer les formules 

. d» dr 

(52) sina = r-T-, cosa = -7-, 



„ „ dr /J6\* a \iï) r 



®' 



Il vient donc, en multipliant par -~r 



5 2 '^+» , >-(».+^)^+K».+7>+(-+7)â' 



P 
ou en fonction de <p 

(53) ^Sr(** + y') = (M-*-*) ?^^ 

formule dans laquelle il suffit encore (aussi bien que pour les 

suivantes) de rendre à p et -^ leurs valeurs différentielles en 
F, F', F". m 



82. Il vient en troisième lieu 

dlv (x* — y 1 ) = n r* cos 20 + 2nir sin (20 + &) — *** cos (20 + 2a) , 
et par suite 

-^Et; (a* - y 2 ) - (m + — \ r* cos 20 

(TJÎ2 \ 
mi -| j (r sin a cos 20 + cos a sin 20) 

+ f m\ -\ j (sin 2a sin 20 — cos 2a cos 20) , 

c'est-a-dire, en multipliant par —^ , substituant les valeurs (52), 
et ramenant les intégrales m aux constantes \i 

(54) ^Z«,(*«-**) = (m, + *|n) fV'^icos2fl 

-+ 2 (|ti + -1 ji. a ) cpV & sin 29 + r cos 2e) 

L </© r + \is) J 

83.' Nous obtiendrons en quatrième lieu par une analyse 
absolument semblable 

2</2a?y » n r* sin 20 + 2n 4 r cos (20 + a) + n* sin (20 + 2<i) , 
2 ^Stwy = (w + — V* sin 20 

— 2 ( m\ H j r (sin a sin 20 — cos a cos 20) 

+ ( m\ H ) (sin 2a cos 20 + cos 2a sin 20) , 
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et enfin (•) 

(55) *^ï"*-(l«o + |lM)ç**i»i»2* 
— 2 ( m + -2- m} (pV (r sin 26 — ^- cos 2d\ 

-(- + f-y[ : iï74i-' f, - f '?«— T 

84. Il vient en cinquième lieu 

d'Lvxz = r cos £»z + sin (6 + a) E»iy: , 
= rcosfiS«n+l\z + sin(e + «)S«(l+— \%s, 

- r cos 6S«« + 1"- cos fl + sin (6 + a)] && + Mn ^ + a ) x u tf z . 
= Ui H J r cos -|- [l f t H ) (sin a cos 6 + cos a sin 6), 

et enfin, en multipliant par -^- * 

(56) ^^-(X.+Ax-J^eo.l 
+ ^X'j + -î-xA <p* ^ cos 6 + -J- sinfl) . 



(') Il faut «marquer que la valeur (55) concerne Vlvxg, tandis que le 
facteur 2 n'accompagnera pas celles de Sexe, 2 vy* (5G), (57;. 
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85* On trouvera en sixième lieu par une marche identique 

dLvyx = r sin 2t>z + cos (0 -f- a) Hv^z , 
-y- Evyz = f/i -j yr sin + I /'a H ) (cos a cos — sin a siri 9 

, . .. rfs 

et en multipliant par -^ 

(57) i^y^^ + n^cpB^sinfi 

- (x'î + ^Xs) <p 4 (rsinO-^-coseV 

86* Les six formules (51 à 57), après que Ton y a substi- 

ds 
tué p et —jx en F, F', F", puis F et cp en 0, ramènent aux qua- 
dratures la détermination des six sommes auxquelles se réduit 
la recherche d'un moment d'inertie quelconque. 
Elles renferment les intégrales définies 

(58) |n , p.3 , h , X'*. ^3; * 

IA , |ia, Xj; 

qui devront être déduites de l'équation de la génératrice, lorsque 
celle-ci sera spécifiée dans chaque cas. Mais ces huk intégrales 
forment deux groupes bien distincts. Les cinq premières ren-r 
ferment au premier degré l'une au moins des coordonnées z, £, 
Elles s'annulent donc identiquement . en cas de symétrie du 
profil générateur par rapport à l'axe perpendiculaire a cette 
coordonnée. Toutes les cinq disparaissent a la fois d'après cela, 
en cas de symétrie dans les quatre angles droits ( 4 ). Au conr 



(!) Par exemple, pour le cercle, qui est symétrique dans les quatre an- 
gles, on a, en prenant son rayon comme unité 

P-i = P-3 = ^1 = ^2 = V3 = , fie 3 *, {x 2 =:X2==-j. 

Ce cas prendra beaucoup d'importance (en dehors des §§ 111 et VU) dans 
|es troisième et quatrième parties de ce mémoire, où il constituera le sys- 
tème permanent des valeurs des huit intégrales. 



n 



traire, les trois dernières intégrales ne sauraient jamais s'annu- 
ler, car elles expriment l'aire et deux moments d'inertie (*). 



(') Pour présenter un exemple comportant les huit intégrales, supposons 
que la génératrice soit la parabole 

(d'ordre positif quelconque, entier, fractionnaire ou incommensurable) dont 
le sommet soit placé au point I. en appelant b la base, et h l'ordonnée ex- 
trême du segment considéré. L'élément superficiel prend alors la valeur 
u = didz , et l'intégrale l'expression 



o t/0 



6(*+*)*+i+« 



hi+i &'+« 



Le tableau suivant résume les applications de cette formule à quatre exe m- 



Intégrales 

• 


Exposants 


Facteur 
d'homo- 
généité 


Rectangle 


Triangle 


Parabole 

da 
2 e degré 


Seconde 
parabole 
enbiaae 


t 


i 


g = 


« = * 


4 


3 


Po 


lu 








bh 


1 


1 
2 


2 
S 


2 
5 


N 


2t*Ç 





1 


b*h 


1 
2 


1 
3. 


2 
5 


2 

7 


*i 


2uz 


1 





bh* 


1 


1 
2 


2 
3 


2 

5 


H 


Stip 





2 


.. b*h 


1 
3 


1 
4 


2 

7 


2 
9 


v, 


SuÇz 


1 

■é 


1 


bW 


1 
4 


1 

8 


1 
6 


1 
10 


h 


Stt2* 


2 





bh} 


1 
2 


1 
6 


1 
4 


1 

8 


f*3 


2«P 





3 


bh* 


1 
4 


1 
5 


2 
9 


2 
11 


X'| 


Zupz 


1 


2 


bW 


1 
6 


1 

10 


1 
8 


1 
12 
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Pour conduire jusqu'au bout la présente analyse sans nous 
assujettir à la complication de nos six formules générales, nous 
conviendrons de nous réduire au cas de la disparition des cinq 
intégrales impaires. Dans ces conditions, Jes deux dernières déri- 
vées (56) (57) s'annulent d'elles mêmes 



(59) 



~^vxz = 0, ^-0 5 



et les quatre autres se simplifient de fa manière suivante 






pies simples, à savoir: une horizontale, une droite inclinée passant par lo 
point I, la parabole du second degré, la parabole semi-cubique (fig. 11). 




Les deux premières colonnes présentent la désignation des huit intégrales 
qui figurent dans nos formules générales, et les deux suivantes les expo- 
sants correspondants. La cinquième renferme le facteur d'homogénéité, et 
les quatre dernières les valeurs numériques çles coefficients pour les quatre 
exemples en question. 
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-jg Sr (x* - y») - no? V* -^ cos ! 



2 -^r 2t;j?y = |io<f V* -^- sin 26 
4 2r« r8 ""U) . ,///l 1 \ . 



sxin 

Application aux nautiloïdes 

87- Appliquons ces formules aux nautiloïdes a front normal, 
et génératrice quelconque. 

Il vient en remplaçant ç par r, ou e™ 

du sin a 

d où, en intégrant entre le pôle et un point quelconque 



X* 



g 5A6 = X * r5 



5 cos a 5 cos a 



Si nous considérons eh particulier le tronçon qui s'étend du ' 
pôle au point I, nous aurons 



5 cos a 



n 

On trouve en second lieu 

d * 5AÔ 

2»(^ + y f ) = [lio + ! xt(l+2sin2a)] ¥ - -, 

(60) [Et> (.r 2 + y 2 )] i — -^ —r • 

v ' L v J /J 5 cos a 

En troisième lieu: 

-^ S* Çr 2 - y 2 ) = | 2|ij sin 2* sin 20 



+ [|*o + (4 sin 2 a — 1) fia] cos 26 
et par suite 



g SA0 

sin a 



E*(r« — y 2 ) = 4 [ij cos û ! * 5A8 sin2e</0 

l* + (4«in»«-1)ttt T^ a6 cos JM| 
sm a J-» 

Rien de plus facile, encore une fois, que d'effectuer ces intégra- 
tions (N° 72), mais je préfère remarquer qu'en raison de la si- 
militude, l'ellipsoïde de I'oinsot relatif au pôle pour le tronçon 
variable, fait partie de l'édifice géométrique entraîné par le 
point directeur de son azimut terminal. Il suffit donc d'en 
obtenir la détermination pour un seul tronçon, par exemple 
celui qui aboutit en I (6 = 0). Une fois celui-ci connu, il suffi- 
rait, pour tout autre limité a un point quelconque M, d'y faire 
passer l'axe polaire, auquel on rapporterait cette nouvelle 
figure. Elle se retrouverait alors dans les conditions identiques 
aux précédentes, sauf les dimensions absolues; et le nouveau 
moment d'inertie serait a ■ l'ancien dans le rapport des cin- 
quièmes puissances des rayons-limites. 
Noua n'avons donc qu'a effectuer les intégrations entre — » 
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et zéro. Or ces deux quadratures ont pour expressions 



f- 



* 5Ae sin2ft/e=- 



2 sin- a 



4 sin* a + 25cos 2 a 

J—oo 4 sin*a + 25cos*a 

II vient d'après cela 

(4 sin 2 « + 25 cos 2 a) [Sr (j?« — y»)]i = 

o • « i , - - no + (4sin f a— 1)|ij 

— 2 sin* a . 4 ti* eos a + o sin a cos a J : 

sin a 

ou en réduisant 

[S, (*' - y)], = ^ + 1?'"' C ~ & y C ° S C . 
L v * yj 4 sin* « + 25 cos 2 a 

Une analyse toute semblable donnera d'autre part 

[ — 2|io + 6 (3 sin 2 a — 2) pu] sm fl 



(2St;.r#)i = - 



4 sin 2 a + 25 cos 2 a 



88» Si nous voulons déterminer les axes principaux d'inertie 
du pôle pour un bloc nautiloïde, de génératrice quelconque, il 
suffira, d'après la remarque précédente, de le faire pour le 
tronçon Ol; leur disposition angulaire par rapport au front 
normal du point terminus restant immuable et liée à l'édifice 
géométrique de ce point. 

Remarquons tout d'abord que l'un d'eux est l'axe zénithal 
lui-même. Nous avons trouvé en efTet (N° 86) pour les deux 
intégrales qui s'y rapportent des dérivées nulles (59), entraî- 
nant des intégrales générales constantes, et des intégrales dé- 
finies nulles 

Y*vxz = , Ytvyz = , 

ce qui est le caractère d'un axe principal OZ. 

Les deux autres seront dès lors les axes de symétrie de l'el- 
lipse suivant laquelle l'équateur coupe l'ellipsoïde de Poinsot. 
Or le calcul classique de la réduction d'une ellipse a ses axes 
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donne pour l'angle a que fait l'un d'eux avec OI la valeur 

(2E«y)i 



tang 2a = 



[S*(*»-y*)]i 



-tan ga ""^ + 6(3sin8a "" 2 )!Xa 
5 * 5|JL + (l2sin 2 a-5)|,.î * 



Si par exemple on envisage en particulier la plus simple des 
spirales logarithmiques, celle de 45 degrés, il vient avec une 
génératrice quelconque 



rang 2a = 



2ft, + 3pn 
5 h) + H ' 



et si celle-ci est un cercle (N° 86, note 1) comme dans le nau- 
tile 

tang2a -ij- , «= 13°49'22",75 . 



§ XIV 
Front oblique 

89. Dans ces théories relatives au volume, au centre de gra- 
vité et au moment d'inertie, nous avons essentiellement supposé 
le front normal, 
avec une entière 
généralité d'ail- 
leurs en ce qui 
concerne la dire- 
ctrice; la généra- 
trice, et la Joi de 
similitude. Nous 
pouvons mainte- 
nant nous affran- 
chir de cette res- 
triction, et rendre 
à la loi d'inclinai- 
son frontale toute 
son indépendance. 

Considérons en 
effet (fig. 12) le 
front MF mené 
sous un angle Fig# 12 




^F t 
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quelconque 

par rapport au rayon vrcteur OM; et soit M'F' un front infini- 
ment rapproché. L'épaisseur élémentaire de la tranche, mesurée 
en M, sera MH perpendiculaire à ces droites, et l'on aura dans 
le triangle rectangle HMM ; 

MH = MM' cos HMM' = ds cos (iMM'F - j) = sin (t + a) , 

ou d'après la valeur de a 

F» 



MH = ds sin h (0) + arc tang -M- 



Dans les théories précédentes, l'épaisseur de la tranche en O 
était exprimée par ds. Il nous suffit donc, pour passer d'un cas 
a l'autre, d'introduire dans toutes Jes expressions différentielles 
auxquelles nous nous sommes trouvés conduits, le multiplica- 
teur 

(61) sin U + arc tang ~^J . 

Je ne saurais, bien entendu, reprendre avec cette modifica- 
tion la série des calculs et des discussions qui précèdent. Je 
me bornerai à en montrer l'application sur les deux exemples 
suivants. 

90. Adoptons comme directrice un cercle passant par l'ori- 
gine 

r = F(O) = Ccos0, 

et supposons un front valsant, c'est-à-dire exécutant autour de 
la verticale du point décrivant M une gyralion proportionnelle 
a la rotation du rayon vecteur 

t a s <|>(0)«.ift6. 

Supposons enfin que la surface soit vectorielle du premier or- 
dre. Tout se trouve ainsi déterminé, à l'exception de la géné- 
ratrice qui reste quelconque. Nous la supposerons cependant 
centrée, pour obtenir plus de simplicité dans les résultats. 
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Il vient dans ces conditions 

F K ir 

p r = -cot6, arctang- 7 = s 6+— . 

Le multiplicateur (61) devient donc 

sinfwie + (-|- + e) ]=:COs(w+l)e. 

Je signalerai tout d'abord une dualité qui associe deux par 
deux des allures valsantes distinctes aboutissant aux mêmes ré- 
sultats. Supposons une nouvelle vitesse angulaire m! qui satis- 
fasse à la condition 

m'+l« — (m+1). 

Le multiplicateur ne sera en rien modifié, non plus par consé- 
quent que les conclusions de l'analyse. Or cette relation nous 
donne 

m 1 = ~(m + 2). 

Le nouveau problème se rapport donc a une rotation de sens 
contraire, dont la valeur absolue est modifiée dans le rapport 
de m + 2 a m. 

91. Effectuons l'intégration. La Formule (38) qui exprime le 
volume devient, par l'adjonction du multiplicateur (61), et en 
tenant compte de ce que la section génératrice est centrée 

rfV = U 4 cp*cos(m+l)0.rfs. 

Or nous avons pris 

r = C cos y <p = pr cos , ds » CdO ; 

rfV 

— — - =s UiC cos 2 cos (m + 1) , 
au 

2 dV 

• = (1+cos29)cos(m+l)e, 



u*c cte 



4 d\ 
y-^--^- = 2cos(m+l)e + cos(w + 3)e + cos(m-l)9, 
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et en intégrant entre les points I et M, c'est-à-dire de à 9 

Trr v =-4r7 sin ( w + , )9 

UiC m-\-\ v 

+ — Î- -sin(m + 3)e + --- sin(wi-1)e. 
m + ô v ' - m— 1 v 

II faut toutefois faire exception pour les trois hypothèses qui 
annulent quelqu'un des dénominateurs 

#1 = 1, wi = — 1 , m = — 3. 

La première m = t donne directement 

TT^4!= ! + 2cos2e + cos4e ' 
UiL. du 

-^- V = 0+ sin 26 + -JJ- sin 46 . 
L|(^ 4 

La dernière m = — 3 constitue précisément avec celle-ci le cas 
de dualité, et fournit le même résultat. 

La seconde hypothèse m = — t donne de son côté 

4 dW 2 + 2cos26, 



4 



T V = 26 + sin20. 

Elle se confond d'ailleurs avec son propre cas de dualité. On 
remarquera que le front fait alors, à l'extrémité M du rayon 
vecteur, un angle alterne-interne égal à celui que forme, en 
l'autre extrémité O, l'axe polaire. 11 reste donc parallèle à lui- 
même, et l'on se trouve dans le cas déjà signalé (N° 5, note 1). 

92. Généralisons l'analyse précédente en substituant à la di- 
rectrice circulaire la spirale sinusoïde dont elle n'est qu'un cas 
particulier 

r n = C" cos nO . 
Nous étendrons de même la loi de similitude en supposant une 
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surface vectorielle d'ordre quelconque p 

cp= I— J =cos n no , 



Il vient dans ces conditions 

ds == C cos n n6 dO , a = — — nO , 

sin ( <|> + arc tang — - j = cos (n6 — <|>) . 

L'expression (38) du volume (de section centrée) devient, en la 
complétant par ce multiplicateur 

d\ — Uicp V* cos (nfl — <|>) , 

cos n nO cos (rcfl — <|>) , 



U|C </0 
quelle que soit la loi <j> de l'inclinaison frontale. 

93. Signalons de nouveau une dualité analogue à celle que 
nous avons déjà rencontrée. 

Relions à cet effet a la loi quelconque <|>, une nouvelle allure 
valsante par la condition 

(nO — <|>i) == — (nO — c[>) . 

Le multiplicateur ne sera pas modifié, non plus que les résul- 
tats. Or on déduit de la 

(62) <[>i = 2n0-<|> = Tr-(<|> + 2tf). 

Traçons d'après cela en MF t le symétrique de MF par rapport a 
la tangente MA, et prolongeons-la en sens contraire suivant MF?. 
Nous obtiendrons en F|MA. l'angle <[> + «, et en FsMO : <[> + 2tf ; 
par conséquent en OMFa : % — (c[> + 2a). Le front conjugué est 
donc le symétrique du proposé par rapport a la tangente de la 
directrice. 

94. Faisons maintenant certaines hypothèses sur la loi d'in- 
dinaison frontale cj>. 

a-6 R. 4822 
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Je suppose en premier lieu que le plan de la génératrice soit 
assujetti a rester symétrique de la tangente à la directrice par 
rapport au rayon vecteur. Il vient alors 

î = a, $ — "«• — n " » nb — <[>=*= 2n6 — — , 
cos (»6 — c[>) = sin 2nfl *» 2 sin raO cos nO , 

2û,7w<r =cos * ndsinn6 > 

d'où en intégrant de zéro a 

solution d'une complète généralité, quel que soit l'ordre de la 
spirale sinusoïde. 

La combinaison conjuguée (62) sera 

^ 4 = 3n« — y* = — 3«. 

Ce nouveau front est symétrique du précédent par rapport 
a la tangente, et il possède une vites.se de rotation triple de 
celle du premier, mais en sens contraire. 

95. Comme second exemple, envisageons le front méridien 
cj>«sO. Il vient alors 

1 d\ '-*+! , 



—Tir = COS 



2U 4 C J6 

La solution conjuguée est dans ce cas 

4>i_2n0»* — 2a. 

Le nouveau front reste donc symétrique du rayon vecteur par 
rapport à la tangente. 

L'intégration ne peut plus, comme dans le cas précédent, 
s'effectuer d'une manière générale. On la réussira du moins 
lorsque l'exposant sera un nombre entier N, positif ou négatif. 
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Cette condition 

2p+l __ Nn-1 2p+l 

n N « '-—»—• *~ H—' 

peut toujours être remplie pour une spirale quelconque en lui 
adjoignant un ordre vectoriel convenable, ou réciproquement. 
Contentons-nous a cet égard de Tunique hypothèse 

N=l, p = Ï^L % »- 2/1+1. 

Il vient alors, pour une spirale d'ordre quelconque n associée 
a une loi vectorielle d'exposant — - — 

* cos no , V = sin 710 ; 



2|UC r/6 ' 2U 4 C 

ou inversement, pour une loi vectorielle/?, appliquée a la spi- 
rale sinusoïde d'ordre 2/?+ 1 

-J^-co^+l).. ^V-in ( 2, + l)9. 

Cette hypothèse donne par exemple pour le cercle (w=t), 
la loi de similitude p*=0, c'est-à-dire un annean-tubc ; et de 
même, pour la ligne droite (n = — 1) la similitude p = — 1, 
s'exerçant en raison inverse du rayon vecteur. 



§XV 
Coordonnées intrinsèques 

96* On connaît l'élégance et l'utilité de V équation naturelle 
des lignes planes 

P = F(e), 

qui les représente à l'aide d'une relation entre leurs coordonnées 
intrinsèques, à savoir le rayon de courbure p et l'angle de con' 
tïngcnce s évalué à partir d'une tangente fixe. Leur emploi 
permet de traiter avec facilité des courbes qui seraient souvent 
inabordables par d'autres voies. 
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Il semble en particulier que Ton doive en attendre ici un 
utile secours, puisque nos formules générales renferment en 
évidence le rayon de courbure p et Tare ds de la directrice, 
relié à e par les formules 



r 



(63) ds = pde, 5= I F(e)</e. 

Il conviendra naturellement de se donner alors en fonction 
de la même variable e la loi de similitude cp(e), et celle <j>(e) de 
l'inclinaison frontale. La génératrice seule restera comme ci- 
dessus représentée dans le plan de front par son équation or- 
dinaire entre z et £; mais nous savons que celle-ci n'intervient 
que pour l'évaluation des diverses intégrales définies À., ji. 

La formule générale du volume (38) devient dès lors 

d\ 

(64) __ Ul(F + e T) «p... 

Le genre de similitude le plus naturel, dans ces nouvelles 
conditions, consiste a supposer que les dimensions de la géné- 
ratrice varient comme une puissance arbitraire p du rayon de 
courbure de la directrice 



Il vient alors 



//V 



On aura en particulier pour le premier ordre du genre de si- 
militude 

//V 

^- = U,(H-P')F 3 , 

ou, en représentant en abrégé par C la constante 



^ = CF 3 , V = C | F J (e)</e. 



dz 



Je me bornerai, pour les applications qui suivent, à cette 
formule simple; mais toutes les intégrations réussiraient encore, 
bien qu'avec plus de complication, pour une puissance quel- 
conque p du rayon de courbure. 
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97. Considérons la développante de cercle d'ordre quel-, 
conque q, rapportée, ainsi que toutes celles des ordres qui 
précèdent, a un même point de la circonférence, qui constitue 
leur point de rebrousse ment commum 

p = eff , s = 



= C I \*<k = 



*+«' 



c 



•^--êiV'V'- 



3y-t-l 3y + 1 

11 vient pour Pépicycloïde ou Phypocycloïde d'ordre quel- 
conque q entier, fractionnaire, ou incommensurable (*), rap- 
portée a son sommet 

t . 

p = cos qz , s = — sm qz , 

cos 3 yerfr = — I (cos Zqz -f- 3 cos ys) */s 

C C 

-_sin^(3-sin«^)«y(p« + 2)*. 

Considérons encore la chaînette rapportée à son sommet 

1 

P = =r~» s = tange, 

r cos a e D 

v=c X e ^ = Â (i5tang£+ioians32+3ians5s) 

= -^(15 + 10** + 3s*). 

La tractrice, qui en est la développante, a pour équation rap- 
portée a son point de rebroussement 

p •■== lang e , s = — Log cos s , 
o tang 3 s r/s = y (tang 2 e -f- 2 Log cos s) = — (p 2 - s) . 



(') La valeur q *= l correspond à la cycloïde. 
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Soit enfin la chainette d'égale résistance rapportée a son 
sommet 

. P= ^77* ' = Lo^ang({ + |), 

%r r* C* d* C f sine , _ /e . ic\"| 

V = C Jo^7 = TL^?+^ ta ^(2 + T)J 

98. Si, au Heu d'un front normal, nous supposons une incli- 
naison quelconque <|>(s) sur la normale ( 4 ), le multiplicateur à 
introduire (N° 89) sera simplement coscj>, et l'expression géné- 
rale du volume deviendra 



= C ! F 3 



(e) cos [c[> (s)] dz . 



Bornons nous à l'exemple de l'épicycloïde, avec mouvement 
valsant de même module qu'elle 

c[>(e) = cos qz , 
il viendra (65) 



'- c fi 



C 

cos 4 qzdz =- -- — (sin 4qz + 8 sin 2qz + Sqe) 
oZ q 



C 

*■= -^r— (8 sin qz cos 3 qz + 1 2 sin qz cos qz + iqz) 
oZq 

~^-(8*p 3 +12*p + 3e). 

99. Passons maintenant à la recherche du centre de gravité. 

La question se complique alors, car l'emploi des coordonnées 
intrinsèques exclut (et c'est ordinairement son avantage spécial) 
le recours a des repères extérieurs pris dans le plan de la 
courbe. Or ils nous sont indispensables pour y rapporter le 
centime de gravité du volume engendré. Nous tournerons la dif- 



(*) Et non plus sur le rayon vecteur des coordonées polaires; qui ont dis- 
paru de la question. 
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ficulté en rattachant ce centre a la tangente et a la normale du 
point pris pour origine des angles de contingence. 

Le volume d'un tronçon V du corps nous est connu en 
fonction de e par la formule générale (65). La tranche rfV en 

sera la différentielle. Le centre de 
gravité g de cet élément et sa 
projection équatoriale go nous 
sont également connus par leur 
abscisse £" (49) dans le plan de 
front (fig. 13) 

Fig. 13 or ' r 

et comme <p a été remplacé par p (N° 9 G) 

ft) + l A * 
L'abscisse de g sera donc x + 5" sin e, c'est-a-dire 

P-l + |Aî 




X + 



IAq + IM 



F sin s , 



et sa différentielle 



rf,r+ ' 1 ' 4 1" |li (F'sins + FcossWe, 

1^0 + ^ 

ou, en remplaçant dx par dicose = p cossue 

p|ii + 1*2) F' sin s + (|i + 2|xi + [la) F cos s] 



A 



H-o + t 1 » 



Si nous condensons la masse rfV en son centre de gravité g % 
son moment élémentaire par rapport à la normale initiale sera 



rfMy = L 



Po + R / 



ce qui donne, en intégrant par parties a l'aide de la différen- 
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tielle dont nous avons formé ci-dessus l'expression 

I A « + I** « • 



_!_f- 



17 V H + V* I 



V [(|xi + |xj) F' sin s + (|i + 2|n + |n) F cos s] <fe . 



attendu, que le terme explicite s'annule avec Y pour la limite 
inférieure de l'intégration. Comme d'ailleurs 



-J> 



cos ecfe , 



la recherche de My (c'est-à-dire du produit par V de l'abscisse 
du centre de gravité G de ce volume) revient finalement à la 
détermination des deux quadratures 

j VF' sin ede , | VF cos *<k , 

J o J o 

dans lesquelles on aura préalablement substitué pour V sa va- 
leur déduite de l'équation (64). 

La recherche de l'ordonnée de G par rapport à la tangente 
initiale dépendra elle-même de ces deux autres intégrales dé- 
finies 

fVF'coseflfc, f VFsins</s. 

J J 

100* Considérons comme application l'épicycloïde. 

Nous avons trouvé (65), pour le volume correspondant, la 
somme de deux termes en sinye et sin 3 ^c. Les quatre quadra- 
tures précédentes nous présenteront donc, diversement associés, 
les facteurs sin s, cose, sinye, cosqz, sin 3 grs. Or pourrait même 
leur adjoindre un multiplicateur de la forme cos me, si l'on 
voulait attribuer au front un mouvement valsant d'une allure 
quelconque. Or de tels produits peuvent toujours, par les 
moyens élémentaires, être décomposés en simples sinus ou 
cosinus de multiples de e, dont l'intégration sera immédiate. 

On en pourrait dire autant pour la développante de cercle 
d'ordre quelconque, h l'aide de formules connues d'intégration. 
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TROISIEME PARTIE 
Surfaces sphérales 

S xvi 

Surfaces enveloppes 

101. Nous avons déjà rencontré deux types de surfaces se 
rapprochant, bien qu'à des degrés différents, de l'aspect exté- 
rieur du genre Nautilus que nous présente la nature vivante (§ III, 
§ VII). Nous pouvons faire un pas de plus vers cette assimilation. 

Il ne saurait suffire, pour que des surfaces méritent le nom de 
corps ronds, qu'elles présentent (comme les quadriques par 
exemple) des systèmes de stries circulaires. Cette dénomination 
doit être réservée en propre aux surfaces de révolution, qui 
peuvent être travaillées sur le tour. Mais on pourrait appeler 
corps arrondis ceux qui, le long de chacune de telles sections 
circulaires, admettent une sphère de raccordement. Ils se pré- 
sentent d'après cela comme des enveloppes de sphères. Nous nous 
proposerons d'en constituer une pour le but qui nous occupe, 
sous le nom de sphéro-nautile. Mais il convient auparavant 
d'élargir cette question des enveloppes. 

102. Supposons qu'une surface quelconque 

(66) rt«,y,.)-0, 

se meuve dans l'espace sous la double condition de varier homo- 
thétiquemcnt par rapport au point qui sert actuellement d'ori- 
gine pour l'équation (66), en même temps que ce centre de si- 
militude décrira, pour son propre compte, une directrice quel- 
conque représentée, par rapport aux axes fixes, par les deux 
relations 

(67) F, (a, p, ï)-0, Ft(a f p, T )-0. 

La loi de similitude reste elle même arbitraire, définie à chaque 
instant par la fonction 

(68) «p(«,p, T ). 

Cherchons l'enveloppe ainsi engendrée. 

A-6* R.4822 
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Je commence par construire une surface homothétique a la 
proposée, par rapport a l'origine et dans le rapport voulu 



,(£., .3L.2L)_o. 



Puis je la transporte parallèlement à elle-même jusqu'à la 
position correspondante du point directeur (a, (î, f) 

m '(5 i - J T L -- î 7 1 )- - 

Nous obtenons ainsi l'une des enveloppées. 

Nous en aurions une autre en récrivant la même formule après 
avoir attribué aux paramètres des valeurs a-f- cfa, P-j-</p, ï + ^f- 
L'intersection de ces deux enveloppées fournirait alors une 
courbe, que nous appellerons caractéristique, et dont la surface 
cherchée sera le lieu géométrique. 

Or dans les calculs à effectuer sur ces deux relations, nous 
pouvons substituer a la seconde la différentielle de la première 
prise par rapport a a. p, 7, en traitant a?, y, z comme des cons- 
tantes. Appelons (70) l'égalité ainsi obtenue. D'ailleurs les diffé- 
rentielles </gc, rfp, </f, n'y sont pas indépendantes, mais liées par 
l'obligation, pour le centre de similitude, de suivre la directrice. 
Nous devons donc également différentier les deux conditions 
(67), en vue d'éliminer entre ces trois formules différentielles 
les deux rapports de cfa, c/j3, eff, qui figurent au premier degré. 
Désignons de même par (71) l'égalité obtenue en annulant le 
déterminant de ce système. La caractéristique sera dès lors re- 
présentée par les formules (69) et (71). 

Pour en obtenir le lieu géométrique, il suffira d'éliminer 
a, f$, f entre cette relation et les deux conditions (67). L'équation 
résultante en #, y, 2, représentera l'enveloppe cherchée. 

103. Supposons spécialement que la surface génératrice (66) 
soit une quadrique. L'équation (69) étant du second degré par 
rapport aux binômes # — a, y — p, z — f, si on la multiplie par 
ç 2 , la partie de degré supérieur ne renfermera plus ce rapport 
de similitude; celle du premier degré se trouvera multipliée par 
cp, et le terme indépendant par cp*. La différentielle (70) relative 
à a, p, y sera par conséquent une relOtion du premier degré en 
x — a, y— p, z — 7. Il en sera de même de celle (71) que Ton 
en déduit en chassant les rapports différentiels, Je la représen- 



»1 

terai en abrégé par 

(72) P = 0. 

La caractéristique est donc alors une courbe plane, c'est-à-dire 
une conique; et par conséquent l'enveloppe admet un système 
de sections planes du second degré. 

104* Formons actuellement, arec un paramètre arbitraire X, 
l'équation générale 

(73) /+XP«-0, 

en représentant en abrégé par f l'expression (69). Nous consti- 
tuons de cette manière une surface très générale du second 
degré, dont la rencontre avec l'enveloppée (69) se fait précisé- 
ment suivant la caractéristique, attendu que la combinaison des 
deux équations (73) et (69) donne P* = 0. On reconnaît en outre 
qu'il y a raccordement des deux surfaces suivant cette courbe, 
puisque leur intersection se fait dans un plan double: 

Nous voyons ainsi que l'enveloppe cherchée des surfaces (69) 
est en même temps l'enveloppe de chacune des familles en 
nombre infini (73), qui sont définies individuellement par la 
série des valeurs numériques attribuées arbitrairement à X. 

105* Mais parmi celle infinité de familles, une seule nous 
intéressera ici. C'est celle des cônes circonscrits suivant la cara- 
ctéristique a la quadrique mobile, pour chacun des instants 
de sa déformation. Cherchons donc la valeur bien déterminée 
de X qui fournit cette famille spéciale. 

Nous devons pour cela exprimer que la quadrique (73) passe 
par son propre centre. Ce point s'obtient en égalant à zéro les 
trois dérivées partielles de la fonction (73) relatives a x, y % z. 
Appelons (74) ce système d'équations du premier degré. 

Si nous reportons dans la relation (73) les valeurs qu'il nous 
fournit pour les coordonnées du centre, nous déduirons de l'éga- 
lité ainsi formée la valeur spéciale Xq qui fournit des cônes. En 
attribuant alors cette valeur au paramètre de la relation géné- 
rale (73), nous obtiendrons finalement l'équation 

(75) /-+V >2 =0, 

qui représente la famille des cônes circonscrits. 
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106* Il nous est facile de trouver le lieu géométrique de leurs 
sommets. 

Les coordonnées x, y, z de chacun d'eux sont en effet reliées 
par les trois équations (74) réunies aux deux conditions (67) 
régissant les paramètres a, p, 7. Si, entre ces cinq relations, on 
élimine ces trois derniers, il restera entre x, y> z les deux 
équations du lieu cherché. 

On sait d'ailleurs qu'il n'est pas autre que celui des pôles du 
plan de la caractéristique par rapport a l'enveloppée qui le 
contient. 

107. Supposons actuellement que la quadrique (66) soit a 
centre; et adoptons ce point C comme centre d'homothétie. 

Je considère la surface variable dans deux positions quel- 
conques, de centres C, G ; et je trace la droite CC. Elle aura 
pour projections sur les trois axes a' — a, P' — p, 7' — 7. L'équa- 
tion (66) ne possédant pas de termes du premier degré en a?, 
y, z, si l'on multiplie la formule (69) pur cp 2 , cette fonction cp 
n'affectera que le tcYme indépendant. La partie du second degré 
sera dès lors la même pour cette égalité et celle dans laquelle 
a, p, y auront été remplacés par oc', P' 7'. Elle disparaîtra donc 
si nous retranchons ces deux formules l'une de l'autre. Il ne 
restera, en ce qui concerne x> y, z, que les termes du premier 
degré de (69), dans les coefficients desquels a, p, 7 seraient 
remplacés par a' — a, P' — p, y' — ?. L'intersection des deux qua- 
driques est donc plane. 

Si Ton effectue à l'aide de la formule de Taylor le passage 
de (66) à (69), les coefficients de x> y y z au premier degré se- 
ront respectivement 

f.(«.p.ï). /v /v 

Ceux de l'équation de l'intersection deviendront donc 

^ («'_«, p'_p, ï'-j), /•'„ f < z . 

Or on sait que ces quantités sont proportionnelles aux cosinus 
directeurs du plan diamétral conjugué de la direction qui a pour 
composantes a' — a, P' — p, ï' — T* c'est-à-dire de la ligne CC, 
ou de la droite des centres. Telle est donc la direction du plan 
de l'intersection des deux qqadriques. 

108. Plaçons maintenant C et C' en deux points infiniment 
voisins sur la directrice (67). La droite CC en deviendra la 
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tangente. Par conséquent, durant le mouvement qui engendre 
l'enveloppe, le plan de la caractéristique reste à chaque instant 
conjugué, dans la quadrique enveloppée, de celui de ses dia- 
mètres qui est tangent a la directrice. 

Nous savons d'ailleurs que ce diamètre contient le sommet 
du cône circonscrit suivant cette caractéristique. Le lieu du som- 
met de ce cône, que nous avons appris a déterminer (n.° 106) 
est donc une ligne tracée sur la surface développable qui a la 
directrice pour arête de rebroussement, et se trouve formée par 
l'ensemble des tangentes de cette courbe. 



§XVII 

Surfaces sphérales 

109. Supposons enfin que la quadrique mobile devienne une 
sphère, dont le centre parcourt la directrice proposée. 

Les surfaces enveloppes de sphères, que nous appellerons plus 
brièvement sphérales, ont fait l'objet de beaux travaux. Nous nous 
restreindrons ici au point de vue spécial de nos recherches, et 
notamment nous n'envisagerons, de ces surfaces, que la nappe 
réelle. 

Remarquons avant tout que les caractéristiques étant planes, 
seront toujours des cercles. 

Si nous prenons l'équation originelle (66) de la surface sous 
la forme 

(16) x * + y* + z î= {j 

l'enveloppée (69) deviendra 

(77) {x-«)* + (y-W + (z-tf = ?{a, p, ï), 
et sa différentielle relative aux trois paramètres 

(78) • (x-a)Ja + (y-p)d$ + (z-f)di 

Elle représente la caractéristique, une fois que l'on en a chassé 
les rapports différentiels de cfa, </fl, d^ t déduits de la différent 
tiation des relations (67). Or les coefficients des coordonnées 
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courantes x % y, z sont précisément ces trois éléments. On voit 
donc que le plan de la caractéristique est perpendiculaire à la 
tangente à la directrice au point occupé sur cette courbe par 
le centre de la sphère variable. C'était d'ailleurs facile a prévoir, 
puisqu'il est (n.° 108) parallèle au plan diamétral conjugué de 
cette tangente. 

110. Toutefois ce plan ne passe pas par le point directeur. 
Il s'en trouve à une distance h mesurée suivant la tangente, 
qui a pour valeur 



(**+*«+-£<*) 



<P 



Cette expression représente dès lors la hauteur du cône qui 
a pour sommet le centre de la sphère, et pour génératrices les 
normales de cette dernière le long de la caractéristique. 




Fig. 14 
L'angle c qu'elles font avec son plan (fig. 14) a pour valeur 



sin c = — «= 



? 



\/da* + dp + d? 



ou encore 
(79) 



tang c = — » 



en désignant par k le rayon de la caractéristique. 

Ce dernier forme avec h un triangle rectangle dont l'hypo- 
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ténuse est le rayon sphériquo cp, ce qui donne 



(80) * = •?*- A*. 

On peut enfin exprimer la hauteur H du cône de révolution 
circonscrit a la sphère (et par suite a la sphérale) le long de 
cette caractéristique. Elle constitue une troisième proportion- 
nelle à k et A, 

(81) H-£. 

L'angle générateur de ce cône n'est autre que c. 

111. Attachons-nous spécialement, comme dans les deux 
parties précédentes de ce mémoire, au cas d'une directrice plane 
comprise dans l!équateur 

(82) y«F(«). 

Le rapport de similitude ne dépendra plus que d'une seule 
variable, sous la forme <p(a); puisque 7 = 0, et que (5 peut être 
remplacé par F (a). 

L'équation de la sphère mobile devient dans ces conditions 

(83) (*-a)« + fr-F(a)]» + rf-<p>)-0, 
et sa dérivée relative k a 

(84) (a î -a) + [y-F(a)]F'(a)-cp(a)cp'(a) = 0. 

La recherche de l'équation de la sphérale se réduit a l'élimina- 
tion du paramètre a entre ces deux relations. 

La distance du centre de la sphère au plan de la caractéris- 
tique devient alors 

(85) A . ?? ' » 

et les quantités c, k> H s'en déduisent par les formules (79), 
(80), (81). 

112* Les sphérales de cette catégorie présentant une série 
de sections circulaires perpendiculaires au plan de Téquateur, 
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peuvent être considérées comme des surfaces a front généra- 
teur. 

Nous soulignerons avec insistance cette remarque, puisqu'elle 
suffit à elle seule pour étendre à ce nouvel objet de nos études 
tous les résultats de la seconde partie, relatifs à la recherche du 
volume, du centre de gravité, du moment d'inertie. Pour toutes 
ces surfaces, la génératrice restant un cercle, les constantes de 
divers ordres ji ou X garderont toujours les valeurs qui ont été 
indiquées pour ce cas (N.° 86, note 1). 

Toutefois pour pouvoir appliquer effectivement cette assimila- 
tion, il est nécessaire que nous possédions l'équation de la 
nouvelle directrice, ainsi que les deux lois de l'inclinaison fron- 
tale et de la similitude. 

Or l'équation (82) de la directrice devient en coordonnées 
polaires 

r sin 6 «= F (r cos 0). 

Admettons que Ton puisse la résoudre sous la forme que nous 
employons d'ordinaire 

r-F|(«). 

La distance h du point décrivant M au plan de la caractéristique 
devient alors (85), en rendant a a sa valeur rcos© 

k ^ ? [Fi (fl) cos fl] . cp' [Fi (fl) cos 0] ^ 
"" v/r+F ,T [Fi(0)cose] 




Fig. 15 



Représentons la en abrégé 
par 

*-F f («). 

Le triangle OMMi (fig. 15) 
donne en premier lieu 

n* = r a + A* — 2rA cos a, 

l'angle a étant fourni par les 
formules 



tangas 



F 4 
FT 



sin a — ■ 






cos a ■■ 



Pi 
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Il vient donc 

. „' . „„„ F', 



VOO; T 


1 IJ "* / ,il Vft-+p? 


Nous aurons 


d'autre part 




sin(0 — 0| ) sin« 




À 7*i 


c'est-a-dire 




(87) 


Sin ( — tii ) ss . — • 


v ' n j/Fjj+p/,! 



En éliminant entre ces deux relations, on obtiendra en r*, 0\ 
l'équation de la nouvelle directrice. 

Quant à l'inclinaison frontale, elle a pour valeur 

(88) t-OMiF-— -OM 4 A = -J — (OMA + MOMi) 

-y-a-(a-»i). 

En y remettant la valeur de en fonction de S procurée par 
l'élimination précédente, on obtiendra sous la forme 

la loi de cette inclinaison. 

Enfin celle de la similitude deviendra 

<p(a) = <p[F 4 (0)cos0], 

dans laquelle on aura substitué cette même valeur de 0. 

113. Toutes les sphérales jouissent de cette importante pro- 
priété que leur directrice (plane ou gauche) est rencontrée par 
chacune de leurs normales. En effet celles-ci sont également 
des normales pour chacune des sphères enveloppées, qui ont 
leurs centres alignés sur la directrice. Cette dernière se trouve 
en quelque sorte hérissée de l'ensemble de ces normales, qui 
rayonnent de chacun de ses points en forme de cône de revo- 
it 
lution, d'angle générateur variable — — c. 

A-7 B. 4822 
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114. Nous pouvons tirer parti de cette propriété pour ré- 
soudre la question suivante. 

Etant donnée une directrice F (82) dans le plan de Téquateur. 
déterminer pour chacun de ses points une loi cp du rayon sphé- 
rique telle que la sphérale qui en résultera soit circonscrite a 
une surface 

(89) ' <>(*, y,*) = 0, 

assignée a priori. 

La normale a cette dernière en un de ses pointe (jp, y % z), 
que nous prenous par la pensée sur la ligne de contact incon- 
nue, a pour équations 

X-jf Y— y Z-2 



y 



*- *I fi ' 

D'après la remarque précédente (N° 113), elle rencontrera la di- 
rectrice, puisqu'elle est également une normale de la sphérale; 
et ce ne pourra être que par sa trace sur le plan de Péquateur 
(Z = 0), dans lequel est située cette courbe. On aura donc, 
entre les coordonnées de cette trace 



(90) 


a=x 




la relation 






(91) 




p-F(a), 


c'est-à-dire 






(92) 


y- 


.£-*(.-.£). 



La ligne de contact sera dès lors représentée par les deux 
équations (89), (92). 

Quant a la sphère qui admet pour son propre compte cette 
normale au point (se, y, z), elle doit avoir son centre en (a, P), 
et un rayon <p encore inconnu. Son équation est donc 

(»-a)* + (y--P)* + ^ = ?«. 

Mais puisque le point (a?, y, z) se trouve sur la ligne de contact, 
les trois relations (89j, (90) permettent de déterminer ses coor- 
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données en fonction de a. Si donc on reporte ces trois valeurs 
dans cette expression de <p 2 , on possédera ainsi la loi cherchée 
cp(a), A partir de ce moment, on rentrera dans les conditions 
ordinaires pour la recherche de l'équation de la sphérale. 



§ XVIII 
Sphèrales réciproques 

115. Appelons sphèrales vectorielles celles pour lesquelles le 
rayon <p de la sphère variable reste en chaque point de la di- 
rectrice D (plane ou gauche) proportionnel au rayon vecteur OM 
de cette courbe, que nous continnerons à représenter par r, mais 
en lui attribuant la valeur la plus générale, celle de l'espace 



r = /#* + y* + s* . 

I e rayon sphérique sera donc Br, ou r sin b, si nous conservons 
nos anciennes notations. La lettre p restera affectée a repré- 
senter les rayons vecteurs ON des divers points de la sphérale 
elle-même. 

Transformons tout l'ensemble de la figure par rayons ve- 
cteurs réciproques 

pp' = **. 

La directrice D se change en une courbe D' située sur le même 
cône de sommet O, et rencontraut la précédente en un ou plu- 
sieurs points K, de rayon vecteur OK = £. 

Chacune des sphères se transforme en une autre sphère. A 
l'intersection de deux d'entre elles infiniment voisines corres- 
pondra celle des deux nouvelles. En un mot chaque caracté- 
ristique se change en une nouvelle caractéristique circulaire, et 
l'ancienne enveloppe devient une autre sphérale. Déterminons 
en la directrice et la loi de similitude. 

Les points le plus rapproché et le plus éloigné du pôle sur 
chaque sphère (fig. 16) ont pour rayons vecteurs 

OP = r-Br = (l — B)r, 
OQ = r + Br = (l+B)r. 
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Ils deviennent inversement sur la nouvelle sphère le plus éloigne 




« x 







Fig. 16 



et le plus rapproché du pôle 



OV 



(t-B)r ' 



OQ' = 



(1+B)r * 



Mais le centre de celle-ci ne se trouve nullement au point Al' 
réciproque de M. Il occupe le milieu Ci de la distance P'Q' 



n=OC,= 



OP' + OQ'_ i*./ I 



2r 



\ 1 — B T l+fl) (1-B*)r* 



ou si l'on veut 



n 



1-B*' 



en fonction du rayon r* du point réciproque M'. La nouvelle 
directrice D|, lieu géométrique des points Ci, est donc une 
courbe homothétique de la transformée D' de la directrice pro- 
posée D, d'après le rapport de similitude (') 



t-B* 



sec 



*b. 



(>) Il importe de remarquer que cette circonstance exclut de la théorie 
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Quant au nouveau rayon sphérique, il a pour valeur 

Bi» 



(1+B)i 



(^B-') = (l-BV ° Bri - 



La nouvelle sphérale est donc elle-même vectorielle, et du même 
indice B que la proposée. Nous pouvons dès lors énoncer ce 
théorème fondamental. 

La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une sphérale 
vectorielle quelconque d'indice sin b est une autre sphérale vecto- 
rielle de même indice, ayant pour directrice une courbe homothèti- 
que, dans le rapport séc*£, de la transformée de la directrice pro- 
posée. 

116. Considérons comme exemple la surface qui concentrera 
plus loin notre attention (§ XXIII) sous le nom de sphero-nau- 
tile, et qui a pour directrice D la spirale logarithmique 



La transformée D 7 de cette courbe sera 

r 



et la nouvelle directrice Di 



cos 2 b \ cos b ) J 



ce qui peut s'écrire 

r| = e A[-e +î tan,aLog(^)] é 

La surface réciproque du sphéro -nautile est donc un sphéro-nau- 



actuelle les sphérales spéciales que nous appellerons équiradiales, pour 
lesquelles le rayon sphérique reste constamment égal au rayon vecteur 

B = l, 
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tile identique, mais renversé autour du rayon vecteur de va- 
le 

leur r » ^ e manière a tournoyer dans le sens dextrorsum 

cos b 

si le proposé était sinistrorsum, ou réciproquement. 

Sur les divers cônes de latitude, chaque cônhélice a pour 
transformée une cônhélice du nouveau sphéro-nautile. 

117. Considérons de même la sphérale vectorielle qui a pour 
directrice la spirale sinusoïde d'ordre quelconque n (N° 137) 

r = cos n nO . 
La nouvelle directrice sera 



n = 



¥T = \ r) cos tt (— w *)» 

r cos* b \ cos b I v ' 



c'est-a-dire une spirale sinusoïde d'ordre égal et de signe con- 
traire. 

La transformée par rayons vecteurs réciproques de la proposée 
sera donc une sphérale appartenant a la même catégorie et de même 
indice vectoriel, mais d'ordre égal et de signe contraire, et amplifiée 
homothêtiquement dans le rapport séc* A. 

118. On obtient un énoncé identique avec les spirales algé- 
briques (N° 138), qui ont pour équation 

r = n . 



S xix 

Directrice en coordonnées sphériques 

110. Le théorème fondamental qui précède (N° 1 1 5) permet 
d'associer deux par deux les sphérales vectorielles pour la recher- 
che des leurs équations, en choisissant à cet effet la plus simple. 
Cette remarque devient particulièrement utile en ce qui con- 
cerne les directrices planes pour lesquelles on adopterait un pôle 
vectoriel situé en dehors de leur plan, à une distance A. 

Ce plan aura en effet pour transformée par rayons vecteurs 
réciproques de module k une sphère passant par le pôle, sur 
laquelle les rayons vecteurs de la directrice plane D dessinent 
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sa transformée sphérique D'. La trajectoire D| du centre des 
nouvelles sphères variables, qui doit lui être semblable, sera 
elle-même tracée sur une se- 
conde sphère fixe (d'après le 
module d'homothétie séc*&) 
laquelle est représentée par 
la fig. 17. 

Indiquons en conséquence 
la marche a suivre pour for- 
mer l'équation de la sphé- 
rale vectorielle d'une courbe 
sphérique Di, dont on pos- 
sède, entre la longitude 
= AON de son point dé- 
crivant M, et sa colatitude 
\i = QOM, l'équation 

0=F(|i). 

Les coordonnées jr, y, z du centre M de la sphère variable 
(si Ton prend pour unité le rayon de la sphère de référence), 
ont pour valeurs 

x = OK = OH cos = sin |A cos , 

y = HK = OH sin = sin |i sin , 

z — MH = cos |i . 

Le rayon vecteur PM sera, dans le triangle rectangle PMQ 




r = PM = PQ cos QPM = 2 cos -L- , 



Le rayon de la sphère variable est donc 2B cos-—- , et son équa- 
tion, entre les coordonnées courantes X, Y, Z, 

(X — sin |i cos 0)* + (Y — sin |i sin 0)* + (Z - cos \if - 4B f cos* -£ , 
on en développant 

X* + Y a + Z î -2sin|i(Xcos0 + Ysine)-2Zcos|i 
+ !-*B»cos*^ = 0, 
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c'est-à-dire en coordonnées mixtes R, o>, X 

R* 

jv 2R [sin |x cos (0 — a>) + cos |i tang X] 

COS Ai 

- 2B* cos |i + (! - 2B*) = , 
et enfin, d'après l'équation de la directrice 

(93) (^)*~ 2 (^X) [ si "^osii + cosXsin|xcos(F-«>)] 

— 2B 2 cos|i + (l— 2B*) = 0. 

Telle est l'équation de la sphère variable en fonction du para- 
mètre ji. 

Prenous en la dérivée par rapport à ce dernier 

B f sin|xcosX .... . /1? x 

^ \- sin X sm |i — cos X cos ja cos (F — o>) 

R 

+ cos X sin |i sin (F — a>) F' = , 
on en divisant par sin ji cos X 

B* 

— + tangX — cot |i cos (F — <d) + F' sin (F — co) = , 
n 

et enfin 

(94) F , sin(F — o)) = cot|icos(F — co) — M, 

si Ton pose pour abréger 

B 2 
M = tangX + — . 

2R 

Or la relation (93) donne, en la divisant par r- 

' r cos X 

cos X sin |i cos (F — a>) -f sin X cos \i 
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c'est-à-dire 

sin[icos(F-a>): tang X cos n + 2 cos< x - -^- cos [t + — ^— 

/ ^ , B â \ , 1 / R , I-2B*\ 

— ^ n « x +Tr ) c ° 8 ^+y Wsn +— r— ) • 

Si enfin nous introduisons la nouvelle abréviation 
1/ R 1-2B»X 

on pourra écrire 

(.95) sin|icos(F — o>)*=N — Mcosji. 

Substituons cette valeur de cos (F — co) dans l'égalité (94), il 
viendra 

(96) F' sin* |i sin (F — ») — N cos \i— M . 

Actuellement multiplions les deux membres de la relation (95) 
par F'sinjt, élevons les au carré, ainsi que ceux de (96), et 
ajoutons « Nous faisons ainsi disparaître u>, et il reste 

(97) F' 2 sin* |i « F'* sin« ji (N — M cos jt)* + (N cos |i - M)* . 

Cette résolvante renferme p. sous les signes trigonométriques 
et dans la fonction F', sans que F y paraisse par lui-même. 
Quant aux symboles M, N, ils sont uniquement fonctions de 
H et X. Il ne restera plus qu'a tirer dans chaque cas de cette 
égalité l'expression de p., pour la substituer dans la précédente 
(96), ce qui fournira en R, <o, X l'équation de la sphérale. 

120. Appliquons cette méthode a la recherche de la sphé- 
rale vectorielle qui a pour diroctrice une loxodromie. 

Le triangle infinitésimal formé par les trois arcs élémentaires 
de cette ligne, du méridien et du parallèle donne pour l'angjta 
constant a qac fait la courbe avec le méridien 



que 

du. 
eota= . , 

sm p ad 

A-7 • R, 4822 



106 



d'où l'on tire 

a \i ' sin \l 

La relation (97) devient dès lors 

tang* a [sin * |i — (N — M cos |a)*J = (N cos |i — M)* , 
ou en développant ' "' of ' ■ 

[(M* + 1) sin* a -h N* cos* *] cos* }t + 2MN cos \l 
- [(N* - 1) sin* a + M* cos* a] = 0, 

équation du second degré en cos ji, qui permettra d'achever la 
solution. 

121. La transforjnée D' de la loxodromie D est une spirale 
logarithmique du même angle a % et la courbe Dj' semblable à 
celle-ci une spirale identique, mais déviée. Toutefois il ne s'en- 
suit pas pour cela que la sphéralc correspondante soit un sphéro- 
nautile. En effet le rayon des sphères variables devrai t pou r 
cela prendre comme valeur B* A , tandis qu'elle est B V^A*-{-* iA 0. 
Il s'agit donc ici d'une surface plus générale, d'après l'arbi- 
traire A, admettant comme limite le sphéro-nautile, lorsque ce 
paramètre tend vers zéro. 

§XX 

Directrice en coordonnées rectangulaires 

122* Revenons maintenant a la directrice (82), rapportée, 
.dans son propre plan, à des coordonnées rectangulaires. Nous 
avons vu qu'il suffit, pour obtenir l'équation de sa sphérale 
dans les conditions les plus générales, d'éliminer a entré les 
deux relations (83), (84). 

Pour en. montrer un exemple, prenons comme directrice un 
cercle de rayon égal à l'unité, avec un rayon sphérique By pro- 
portionnel à l'ordonnée de cette circonférence. Si désigne 
l'azimut du centre de la sphère variable, elle aura pour équa- 
tion 

(x — cos 0)* + (y— sin 0)* -f- s* = B* sin* , 
(jt* + f + z *) — 2 (x cos d + tj sin 0) + cos* + ( f — B*) sin* = 0, 
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ou, en coordonnées mixtes, 

-^iT-- 2Kcos(fl-a>)+t-B* sin*0 =0. 
cos a X v ' 

Cette relation donne comme dérivée relative a 

R sin (0 — - co) « B* sin 6 cos 8 • 



On tire de la 



B 2 

sin (0 — (o) = - s - sin cos fl , 



.. R , 1-B»3Jn«fl 



et en ajoutant les carrés 



B 4 s in 2 0(1— sin»fl ) , / R ^1-B*sin*8\* 



v , / R 1-B»sin»9\ » 

— + V2cos2X + 2R /,' 



équation bicarrée en sin 6. Il n'y aura plus qu'à substituer la 
valeur qu'elle fournit dans l'équation dérivée, pour obtenir 
celle de la sphérale. 

123* La méthode générale se simplifie pour les sphérales 
êquilalères, dans lesquelles le rayon de la sphère mobile reste 
constamment égal à l'ordonnée de la directrice. 

Si en effet on remplace <p par F dans l'équation (83), elle se 
réduit a 



(98) 


f(«v («-*) i +y , +*' 


d'où la dérivée 




(99) 


F'(«)- a ~*. 



y 

avec élimination de a entre ces deux formules. 

124. Si nous y faisons à la fois y=»0, z = 0, l'une quel- 
conque des deux donne x = a, et l'autre se trouve identique- 
ment satisfaite par cette substitution. Il en faut conclure que 
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la droite représentée par ces deux équations, c'est-à-dire Taxe 
des abscisses, fait toujours partie de la surface. Ce résultat, 
d'ailleurs évident à l'avance, nous permet de signaler une con- 
séquence utile. 

Le pied P de toute ordonnée (fig. 18) lait d'après cela partie 

de la caractéristique. Or nous sa- 
vons d'une manière générale (N° 
109) que la trace du plan de cette 
courbe est une perpendiculaire sur 
la tangente en M a la directrice. 
Abaissons donc cette perpendi- 
culaire PP\ Mais cette tangente 
contient aussi le sommet Mj du 
cône de révolution circonscrit sui- 
vant la caractéristique. Or PO 
tangente au grand cercle de la 
sphère mobile est une des géné- 
ratrices de ce cône. Le sommet Ma se trouve ainsi déterminé 
par Tintersection de ces deux droites. Dès lors la sphérale se 
présente sous un nouvel aspect distinct du précédent, comme 
l'enveloppe des cônes de révolution engendrés par la rotation 
de Taxe des abscisses autour de toutes les tangentes de la di- 
rectrice successivement. 




1Ô5. Prenons comme exemple la logarithmique 

Les formules (98), (99) deviennent 

(a — *)» + y f + «* 



£ma = 




d'où il suit: 



( a _a?) 2 (a — *) + »' + *'— '°* 

m — y m* * ? 
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et pour l'équation de la spUértde 



L'équation 

y = nLoga?, 

représente au fond la même courbe; mais, résolue sous cette 
forme, elle donne naissance a une sphérale toute différente. Les 
rayons sphériques, égaux aux nouvelles ordonnées, le sont dès 
lors aux anciennes abscisses et non plus, comme tout à l'heure, 
aux anciennes ordonnées. 

Les formules générales (98), (99) donnent alors 

(a-*)» + ^ + z* 
*Log« = ^ ^ , 

n a — x 



a y 

cette dernière peut s'écrire: 

(a — X)* + x (a r- j?) — ny = . 

Elle nous fournit a — x qu'il suffit de reporter dans la précé- 
dente; d'où l'équation de la nouvelle sphérale 

126* Considérons encore comme directrice la chainette 

e tnx _|- e — mx 

y= — ^ — • 

Nous aurons (98, 99) 

(ioo) ** + r~*-!ar"*+*+*\ 

y 

e tm _ e -ma = (a ^- j?) , 

my 
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d'où, en ajoutant et retranchant alternativement 

2 
'*2ye*« « y* + z* + (a — x)*+ — (a — or), 

2 

2ye-ma a*. y« + ** + ( a — *)* (a — j;) , 

et en multipliant membre à membre 

V-b 1 +* 1 +(«-*) ,i l f --sf («-*)*• 

De là une équation bicarrée en a — a?, dont on substituera les 
racines dans la formule (100). 
La sinusoïde 

y = cos nx , 

conduit également à une équation bicarrée; et cela devait être 
en effet, puisque les deux équations rentrent l'une dans l'autre 
si l'on prend 

. m — n v-—T » 

127* Envisageons enfin comme directrice la parabole d'ordre 
positif quelconque n, entier, fractionnaire ou incommensurable 

y = x», F = a", F^na»- 1 , 

ce qui donne pour les équations générales (98), (99) 

(101) 2ya" = (a-*)* + y* + * a , 

(102) nyoP-l^oL — x. 

Multiplions la première par n, la seconde par 2a, et retranchons. 
Le terme a" disparait, et il reste 

*(« — *)■ — 2(a-a?) + n(y* + **) = 0, 
ou, sous une autre forme 

(103) (n-.2)(a-ar)*-2a;(«-aj) + n(y 2 + * 2 ) = 0, 
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équation du second degré en ol — jc qui donne 



(104) (n-2)(a-#) = a+y^ 2 -rc(n--2)(y* + ^, 

En substituant dans l'égalité (102), on obtient l'équation de la 
sphérale. 

128. Il se présente cependant une exception pour le cas, 
précisément le plus simple de tous, celui de la parabole du se- 
cond degré (n = 2). La formule (104) ne peut plus alors four- 
nir a; mais si l'on se reporte à (103), il vient directement 

#* + ** «..'. 

Z- = a — # = 2 va. 

x 
Tirant de là « et a — x pour les substituer dans (101), on obtient 

d'où, en multipliant par a ■ * - 

(105) (^ + Z 2)(i^2y) = 2^, 

spbérale du troisième degré. ,• s . , ... . . ,, . « 

Sa trace sur le plan z = de la directrice a pour équation 

y(l— 2y — 2^) = 0> 

qui représente d'une part Paxe des abscisses y = 0, comme nous 
le savons d'une manière générale (N° 128), et en second lieu le 
cercle 

«•+^■-1—0, 

qui passe au sommet de la parabole, et a pour centre son 
foyer (*). 



(i) C'est précisément pour cette surface qu'a été tracée la figure 18. 
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§XXI 
Directrice en coordonnées polaires 

129* Supposons maintenant que la directrice soit représentée 
par l'équation 

r*F(0). 

La sphère qui a pour rayon <p(0) et son centre au point (r, 0) 
admet comme équation 

(106) (j?— rcos0)* + (y — rsinAJ + z 1 ^*, 

(107) a? 1 + y i + « f — 2F(jrcos0 + ysin0) + F*--<p* = O, 

(108) — ^y-2FRcos(e-ci>) + F»-cp i = 0. 

La dérivée relative h devient 

(109) FRsin(0-<o)-F'Rcos(0~a>) + FF'--cp<p'*=O, 

et l'équation de la sphérale s'obtient pat* l'élimination de entre 

(10») et (109). 

130. Si l'on envisage en particulier une sphérale vectorielle 

<p = Br = rsin£, 
ces équations fondamentales deviennent 

(110) F*eos*A-2FR cos(0-a>) + — ^ 0, 

cos ^ 

(11 1) FF cos* b - R [F' cos (0 - o>) - F sin (0 -«>)] = . 

131. Mais revenons aux formules entièrement générales (108, 
109), pour calculer les différents éléments de la caractéristique. 

Nous savons que l'équation dérivée (109) représente la trace 
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du plan vertical de cette courbe» Rendons lui, en coordonnées 
rectangulaires, la forme 

(Fsin0 — F'cos0),r — (Fcos0 + F'sin0)y + FF' — <p<p'«0, 

La distance h de ce plan au point décrivant M (r co$ 0, r sin 0) 
a pour valeur 

(Fsin0— F'cos0)Fcos0 — (Fcos0+F'sin0)Fsin0+FF'— <pcp' 
~~ v/(Fsin0-F'cos0)* + (Fcos0 + F'sin0)* ' 

ou en réduisant 

(112) A= . Wl , 

Nous en déduisons (80) le rayon de la caractéristique 

(113) *. = ? *_ A . = ? *(,__j£_), 

l'angle générateur (79) du cône circonscrit 

(114) sinc = A ?! _, 

la hauteur (81) de ce cône 

(1,5) -„ *' y /F» + F»-^x 

K ' h i\ t/F»+F'« / 

enfin la distance MMj = H + h du point décrivant M au sommet 
du cône circonscrit: 

(116) H + A_£ + A = £ = 4v/T*+T^ = -^^-. 
h h <p' cp' sina 

132. Appliquons spécialement ces formules au cas des sphé- 
A-8 R. 4822 



raie» vectorielles 
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f *= F sin b , 
FF' sin» 4 



(117) k= . 



(118) *° Fsin *y ~ F » +F< . 

ma\ • F' sin* 

(119) sin r = — -. , 

' t/F» + F'* 



(121) h + A = — V/F» + F ; * = 



F' cos « 

Cette dernière valeur est indépendante du coefficient vecto- 
riel b. Elle montre que le sommet M* du cône circonscrit se 
trouve a l'intersection de la tangente MMg de la directrice avec 
la perpendiculaire OMj élevée au pôle sur le rayon vecteur OM. 

Lorsqu'il s'agit spécialement du sphéro-na utile, dont la di- 
rectrice est une spirale logarithmique, on sait que telle est la 
construction qui fait connaître, en MM*, la longueur de l'arc de 
cette courbe a partir de son pôle asymptotique. 

133. Supposons comme exemple une directrice recti ligne 
perpendiculaire à l'axe polaire 



r cos 6=1, F = - 



eosfl " 
La relation (107) devient 

** + y* + ** — 2» — Zy tang 6 + cos 2 b ( 1 + tang* fl) = . 

On y peut considérer tango comme le paramétre par rapport 
auquel doit être prise la dérivée, ce qui donne 

tang0 = — 3L-, 
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d'où, en substituant 

.r 2 + y* + **-*2a> L4-cos 2 £ = 0, 

* ces* A 

ce qu'on peut écrire 



sin* b cos* A 



1 



On y reconnaît l'équation de la surface gauche de révolution 
autour de la directrice. Son hyperbole méridienne 

(*- iP y* , 

sin*£ cos 2 A 

a pour demi-axes sini, cosi, et pour foyer l'origine. 

Si l'on veut envisager comme second exemple un cercle rap- 
porté à l'un de ses points, il ne sera plus nécessaire de re- 
prendre a cet effet aucun calcul. Cette courbe est en effet la 
transformée par rayons vecteurs réciproques de sa tangente au 
point diamétralement opposé au pôle. Dès lors la nouvelle sphé- 
rale sera, d'après le théorème fondamental du N° 116, la 
transformée par rayons vecteurs réciproques du précédent hy- 
perboloïde de révolution a une nappe relativement à un des 
points de son cercle focal, a savoir 



R = cos \ (cos "k cos o) + y/cos* X — cos* b) . 

134* La méthode générale se simplifie lorsqu'il s'agit des 
sphérales êquiradiales , pour lesquelles le rayon sphérique reste 
constamment égal au rayon vecteur: cp = r. Il vient alors, en 
supposant cos£ = dans les relations (MO), (111) 

H22Ï F= R Rsin(e-(o) 

v } 2cos(fl — <d)cos*X ' 2 cos* (fl-o)) cos* X v 

ce que l'on peut mettre sous la forme 

Nous aurons également en divisant membre à membre, et en 
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formant la somme des carrés 

(124) 2<™n M t/p*+y< t 

F' 

(125) tang (0 — w) = — - « cot a . 

h 

d'où Ton déduit encore ces formules qui nous seront utiles 
plus loin 

F z F' 

(126) o) = + arctang — - — ~ = 6 — arc tang — - , 

r Z r 

/ f'*-FF"\„ F* + 2F'«-FF" M 

d *>=*y+-fï+yïr) d6 = — F « +F >» M - 

135. Les équations (122) peuvent s'écrire: 

cos* X w v ' sin (fl — <o) 

Si Ton imagine que Ton ait substitué dans Tune ou l'autre la 

valeur de déduite de (125), on obtiendra ^- en fonction 

v ' cos* A. 

de o). La section opérée par un plan méridien quelconque 

o) = const. sera donc toujours une courbe représentée par 

l'équation 

R 

^pr- = const. , 

cos* A. 

ou, entre les coordonnées polaires (p, X) 

p 
— l__ = const. , 
cos A. 

c'est-à-dire un cercle passant par le pôle. 

Et en effet ce point appartenant a toutes les sphères, fait né- 
cessairement partie de la sphérale et de toutes les caractéristi- 
ques. On obtient donc leurs divers plans en menant par le 
pôle des plans normaux aux tangentes de la directrice (plane 
ou gauche). Lorsque celle ci se trouve comprise dans un plan, 
ce sont précisément les sections circulaires méridiennes que le 
calcul vient de mettre en évidence. 
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On reconnaît dès lors qu'une sphérale équiradiale est engen- 
drée par un cercle variable qui passe incessamment par le 
pôle, tandis que son centre parcourt la podaire de la directrice 
(plane ou gauche) relative a ce point. 

Revenant au cas où celle-ci est comprise dans le plan de 
l'équateur, nous voyons que la trace équatoriale de la sphérale 
équiradiale est une courbe homo- 
thétique de cette podaire, obte- 
nue en doublant tous ses rayons 
vecteurs. En effet OM| (fig. 19) 
étant la trace du plan de la cara- 
ctéristique, le point M'i situé sur 
le grand cercle de la sphère va- 
riable, appartient à la sphérale, 
ainsi qu'a sa trace équatoriale. 

C'est d'ailleurs ce qu'exprime, 
dans le cas actuel, fa formule 
(125), d'après le triangle OMMi. 

Constatons donc que les sphé- 
rales équiradiales pour une directrice (M) sont l'équivalent de 
nos anciennes équiradiales à front méridien générateur (N° 10), 
mais pour une directrice (Mi) toute différente, qui est la po- 
daire de la première. 

136. Prenous comme exemple de directrice la spirale sinu- 
soïde d'ordre tout a fait quelconque n 

r n = cos nO , 

F = cos n nO , F' =* — cos n nO sin nO . 

La relation (125) donne alors 

. / cos n9\ , , , x A 

a) = — arc cot I — -; x I = fa + 1 ) , 

\ sinnfl/ v 

« <*> * n 



Fig. 19 



n-\- 1 n+ 1 

et en reportant cette valeur dans (124) 
H 



(127) 



cos tt 



2cos*X 
équation de la sphérale équiradiale. 



ferT*)' 
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Elle a pour trace équatoriale 
.(IM> (l^-fe.). 

c'est-à-dire une autre spirale sinusoïde d'ordre — r—r- ; résultat 

* » + 1 

conforme au théorème précédent (N° 136), d'après ce que l'on 
sait de la podaire de ces courbes ( , ). 

137- Nous pouvons également effectuer cette recherche pour 
les coniques rapportées à leur foyer 

£* 



a(\ -f *cosfl) " 
On obtient alors comme équation de la sphérale entre R, o>, X 



Y ^ 1 



-j-em 
en employant l'abréviation suivante 

2£ 4 cos 4 X 1+* 2 



wi = - 



ea*R* 2e 



138. Envisageons encore comme exemple la spirale algébri- 
que d'ordre quelconque n positif ou négatif, entier, fraction- 
naire ou incommensurable 



( l ) On peut signaler les directrices suivantes, qui fournissent, comme 
traces équatoriales, d'autres spirales sinusoïdes également simples : 

Cercle « » 1 , — r-= = s cardioïde, 
n-j-1 2 ' 

Parabole — ^, ~ 1 droite, 

Hyperbole — 2., -(-2 lemniscate. 
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La- formule (124) devient 



2 cos* X \f 6*» + n»0*»-* */«* + n* 



c'eSt-à-dire ' ■'• 

(129) i£^L0h.+*_0«_ n s = o. 

La relation (125) donne de son coté 

■ , ;J e>=»0,+ arctangf — .— ~. . 

Elle est nettement insoluble par rapport a 6. Mais la précé- 
dente, qui est algébrique, pourra ((ans certains- cas fournir, 
pour ce paramètre, une valeur qu'il suffira de substituer ici, de 
manière a obtenir définitivement l'équation de la sphérale. 

Cette circonstance, si l'on se borne aux fonctions élémentai- 
res (*), se présentera pour dix-sept directrices diverses, qui ra- 
mènent aux quatre premiers degrés la résolvante (129), envi- 
sagée par rapport a l'inconnue elle-même ou à certaines puis- 
sances auxiliaires de 0. On se trouve conduit au quatrième 
degré par les valeurs suivantes de l'exposant n 

% 1 -J -A -A i. 

• 3 '" 7' 4 ' 3 ' 



(') Si Ton fait n = 4, la résolvante (129) prend d'elle même par rap- 
port à l'inconnue auxiliaire 



0*cos\ 



V^' 



la forme réduite de Bring et de Jerrard, qui a été employée par Hebmite 
p^our, ramener aux .fonctions elliptiques la résolution de l'équation du cin- 
quième degré. On obtient de telles équations pour les douze valeurs sui- 
vantes de n ; v u> ['-'/' 

3 2 1 1 2 3 4 §. _5 ,5 
4 ' 2 ? 3 1 4 1 "~~ V " 5' T' 5' 4' 3'~"2' \-' 
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au troisième avec 



t(!) 10 -1 -1 _i .-| 



au second pour 



ï( 3 ). -y . -2; 



enfin au premier degré avec 

0(»), -i. 

Je me contenterai, parmi ces vingt-neuf problèmes, d'envi- 
sager le plus simple, qui est celui de la spirale hyperbolique 

n— I. F = j, F' = -^. £ — #. 

La relation (125) devient alors 
(130) a> = + arccot« 

Quant a la résolvante (124) elle donne 
4 cos 4 X 



R« 



«•-1=0, 



(itQ >-\/-w 



k —L 



ce qui fournit pour l'équation de la sphérale 



/„««v * /4cos 4 X . . . /4cos 4 X 
(132) co-y/ — Si 1+arccoty/— ^ 1. 



(!) Conchoïde de la spirale de Galilée (Gombs Teixeira, Tratado de las 
curvas ^spéciales notables, p. 3G7). 

(*) Spirale de Fermât (ibidem, p. 371). 
( 3 ) Spirale d'ÂRCHiMÈDE. 
(*) Zrôotw de Côtes (ibidem, p. 380). 
(>) Cercle. 



§ xxn 

Sphèro-nautile 

139. Arrivons enfin à l'application principale que nous avons 
en vue dans ce travail, c'est-à-dire a l'équation du sphéro -nau- 
tile, pour lequel la directrice est la spirale logarithmique; le 
module vectoriel b redevenant quelconque. 

La formule (121) donne alors 

A* 2AÔ cos 2 b + H [* a6 sin (0 - o>) - A** 6 cos (9 — a>)] = , 

(133) é? A " cos a cos 2 b = R [cos (6 — a) cos « — sin (0 — a) sin «]-. 

(134) «*>,: r ""(' — + «). 

v ' COS tf cos z 



Si Ton substitue cette valeur dans la relation (HO), R dispa- 
rait, et il reste 

cos 2 (0 — co + ff) 9 cos (0 — o) + a) cos (0 — o>) 1 _ • 

cos 2 a cos 2 6 cos # cos A 2 cos 2 X 

cos(0— a)+a)[cos(6— o)-f-a)--2cos(6— o>)cosa]H ^ — =0. 

tu l \ /a \ cos 2 a cos 2 * 

cos (0 — a) -h a) cos (0 — 03 — a) = r-r , 

v ' v • cos 2 X 

Î/A \ 2 • S /A \ ' 2 COS 2 «COS 1 * 

cos 1 (0 — a)) cos 35 a — sin 2 (0 — o>) sin 3 a « «-^ . 

x ' x ' cos*X 

On déduit de la successivement 



cos a 



(135) sin (0 — o)) = r-i/cos 2 X— cos 2 £, 

N ' ' cos A. 



,* v - i/sm 2 acos 2 À.+cos , acos 2 £ 

COS (0 — 0)) = r . 

v ' cos A. 

A-8 # R. 4822 



122 



Remettant ces valeurs dans (133), on obtient 
R 



(136) e Ali = fi ^(v/sin*0cos*X-j-cos*acos*£ 

' cos* b cos A. v 



— sin a y/ cos* "A. — cos* b) . 

on sous une forme équivalente 

r- r» 

(137) = tansr « Log - „ r ( t/sin* a cos* X + cos* a cos* b 

— y/si n* a cos* X — sin* a cos* b) . 

Comme d'ailleurs la relation (135) nous donne en même 
temps 

(138) = a) -f arc sin (^^. /cos*X-cosTA , 
v ' \ cos A. / 

si nous égalons l'une a l'autre ces deux valeurs de l'azimut 0, 
nous obtenons enfin l'équation du sphéro-nautile entre R, <o, X, 
et les constantes a y b. Mais il est inutile d'effectuer cette transcri- 
ption. 

140. En faisant dans l'équation en question X = 0, nous 
obtiendrons celle de la trace équatoriale 

cj + arc sin (cos a .vin b) 
=3 tang a Log t ( y/sin 3 a + cos* a cos* b + sin a sin b) . 

Elle est formée de deux spirales logarithmiques égales a la di- 
rectrice, mais déviées. On ne doit en effet, parmi les quatre 
combinaisons que fournissent les doubles signes des deux ra- 
dicaux, prendre que les deux valeurs positives, sous peine de 
rendre le logarithme imaginaire. 

Remarquons d'ailleurs que la valeur (138) ne commence a 
être réelle que pour des latitudes inférieures a X = £. Telle est 
donc l'équation de la cônhélice de contact entre le sphéro-nau- 
tile et le cône qui lui est circonscrit a partir du pôle. 

141. Les expressions (136), (137), (138), équivalentes entre 



\n 



elles, présentent une grande importance. Elles déterminent en 
effet, pour chaque point (R, u), X) de la surface, l'azimut du 
centre de la sphère qui l'y touche, ou encore (N° 113) le pied 
de sa normale. La première de ces formules fournit cet azimut 
en fonction de R, X; la seconde en <o, X. 

La dernière (138) sera la plus utile. Si on la laisse sous sa 
précédente forme (135), elle exprime le sinus dé l'appoint — a> 
qu'il faut ajouter à la longitude o de ce point N pour obtenir 
l'azimut correspondant du centre M ; et rien ne s'oppose a ce 
qu'on le construise a l'aide de la règle et du compas. 

142. Les formules générales (117 à 121) donnent pour le 
sphéro-na utile 

/- rt ^ , A* AÔ sin 2 £ . . , 

(139) A = — = r cos a sin 2 b , 

v } t/7+Â 2 

(140) k - * a6 sin b \J K —~^^- = r sin b \/\ - cos* a sin* b , 



V ' A ./ 1 ' A "2 ..,.„ ^ 



sin 2 £ 
A i/T-f-A* cos a 



(142) H + £ = 



cos a 



L'angle a restant constant sur la spirale logarithmique, ces 
quatre éléments sont proportionnels au rayon vecteur. 

Remarquons encore la valeur de l'angle c, que forment les 
rayons sphériques normaux avec le plan de la caractéristique, 
ou les génératrices du cône circonscrit avec la tangente a la 
directrice 

, . h h . . 

(143) sinc = — = — : — r- = sin £ cos « . 

x ' <p rsmù 

Cet angle demeure donc constant, et le sphéro-nautile se trouve 
ainsi défini au moyen de trois éléments angulaires a, b, c, dont 
deux seulement restent arbitraires, le troisième leur étant relié 
par cette condition (143). Il convient pourtant de remarquer 
que deux d'entre eux, a et <?, figurent d'eux mêmes sous leur 
aspect angulaire dans la conformation de la surface, tandis 
que b n'a été introduit qu'indirectement pour la plus grande 
facilité des calculs, en représentant sous la forme trigonomé- 
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trique sîn b le coefficient vectoriel B. Au contraire les deux 
angles a et c caractérisent directement la manière dont le 
sphéro-nautile tourne en spirale ou s'épanouit en forme de cor. 

143. Le lieu géométrique des centres M* des caractéristiques 
nous est fourni par les équations générales (86) (87) 

n 2 = r 2 (l +cos 2 «sin*i — 2cos 2 « sin 2 £) , 

ce qui peut s'écrire 



(114) ri = r v/sin* a + cos 2 a cos 4 b , 

et d'autre part 

sin a cos a cos 2 b 
(145) sin(0 — di) 



v/sin* a ~f- cos* a cos 4 £ 
On en déduit: 

. fa , . / sinacosacos'fc \~| 

A 0i + arc sin ( — ) 

n — t/sin 2 a + cos 2 a cos* b . * L V sin* a + cos* a cos* hJA . 

Ce lieu est d'après cela une spirale logarithmique identique a 
la directrice et déviée de l'angle 



arc sin 



(sin a cos a cos 2 b \ 
--===== — ) 

ysin 2 a + cos* a cos* b) 

-|- -x- * an g a Log (sin 2 a -f- cos 2 a cos* £). 

Telle sera donc la nouvelle directrice du nautile a front géné- 
rateur circulaire oblique identique au sphéro-nuutile. L'inclinai- 
son 2 (88) du front reste constante, avec la valeur 

% . / sin a cos a cos 2 b \ 

i = -jr — - a — arc sin ( — — — — J . 

* \ ysin 2 a + cos 2 a cos 4 b) 

Quant au nouveau rapport vectoriel du nautiloïde envisagé 
sous cet aspect, c'est celui du rayon k de la caractéristique (140) 
au rayon vecteur ri de la nouvelle directrice (144), à savoir 



sin 



I 1 — cos 2 a sin* £ 
y sin* a -\- cos 2 a cos 4 b " 
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A l'aide de ces éléments, on pourra, suivant la remarque gé- 
nérale du N° 113, appliquer au sphéro-nautile l'ensemble des 
recherches relatives au volume, au centre de gravité, et au mo- 
ment d'inertie. Il suffira pour cela (N° 89) d'employer le multi- 
plicateur 



sin (*'+ 



a)=v /^ 



cos 4 b — sin* a ':os* a cos* b + sin* a 



cos* a cos 4 b + sin 2 a * 



144. Il en sera de même de la théorie du plan tangent (§ VI). 
Toutefois, pour cette question, le nouveau mode de génération 
à titre de sphérale, nous fournit en outre des ressources spé- 
ciales et plus avantageuses. 

Commençons par rappeler succinctement les anciens éléments 
de construction (fig. 20). Si l'on envisage la caractéristique ra- 
battue suivant le pointillé DND\ 
nous avons en t' la trace équa- 
toriale de sa tangente N/'. D'au- 
tre part, en élevant Ot perpen- 
diculaire au rayon vecteur ho- 
rizontal Oft* et faisant avec lui 
l'angle On/ = «, nous obtenons 
en t la trace de la tangente a 
la cônhélice du point N. Celle 
du plan tangent est donc tt\ 

Mais il est également tangent 
au cône de révolution circons- 
crit suivant la même caracté- 
ristique. Il contient donc en 
totalité la génératrice NM^ de 
ce dernier; et sa trace it 1 doit 
passer par le sommet Ma. Nous 
savons d'ailleurs que ce der- 
nier se trouve situé sur la tangente MMj de la directrice. Il peut 
se construire en coupant cette droite par un segment capable de 
l'angle 2c décrit sur DD'-, ou encore en menant Tune des per- 
pendiculaires DMî, D'Ms aux rayons sphériques MD, MD'; ou 
enfin en tirant les droites DMa, D'Ms sous l'angle a par rapport 
aux rayons vecteurs OD, 01)', des spirales-traces de la sur- 
face (*). 




Fig. 20 



(*) Cette remarque permettra au besoin de reconstituer le pôle du 
Bpnèro-nautile dont on donnerait une caractéristique DD', avec son cône 
circonscrit DM 2 D'. 
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145. On voit ainsi que la trace du plan tangent peut se 
construire en joignant Mit y ou Mj^, ou ttf, selon la manière 
dont seront donnés ces trois points. Mais nous en obtenons 
également d'autres constructions en le considérant comme tan- 
gent à la sphère mobile, c'est-à-dire perpendiculaire à son 
rayon NM, qui est projeté sur l'équateur en nM. La trace du 
plan devant dès lors être perpendiculaire a cette projection, il 
suffira d'abaisser de M«, de t, ou de t f cette normale sur nM. 

Ltemarquons en outre que la figure une fois établie pour un 
point N fait dorénavant partie de l'édifice géométrique, et peut 
servir tout le long de la cônhélice de ce point en restant sem- 
blable a elle-même, et ne changeant de forme que de Tune à 
l'autre de ces courbes. 

Au lieu de ce mouvement en cônhélice, faisons parcourir à N 
sa caractéristique de D a D' en passant par le point maximum 
No. Le plan tangent sera d'abord vertical, suivant la trace DM*. 
Il s'incline ensuite sur l'équateur, en même temps que sa trace 
tourne autour de Mg, depuis MjD jusqu'à la position moyenne 
MaT parallèle à DD'. En effet, pour le point N , la trace t' de 
la tangente de la génératrice s'éloigne à l'infini sur DD. Le 
minimum de pente du plan tangent se trouve réalisé à ce mo- 
ment; et il est égal à N0M2M1 dans le plan vertical MgM*. Cette 
inclinaison a donc pour tangente trigonomé trique le rapport de 
NoMi a MaMi, c'est à-dire de k a H, ou de h à k y ou enfin tang c. 
Le minimum est donc égal à c. Au delà du point N , une mar- 
che inverse se produit; le plan tangent se redresse progressive- 
ment, en pivotant autour de M*, jusqu'à une position verticale 
suivant M^D'. 

146. Les formules du sphéro-na utile se simplifient beaucoup 
lorsqu'il est équiradiaK Mais au lieu de supposer dans chacune 

d'elles b = -^r , il sera plus court de repartir des relations (124), 

(125) qui deviennent pour la spirale logarithmique 



l cos 



s*X 1 



R é? A ° sin a 



d'où, en éliminant 

(146) 



R 



. = /( ,0 +T- a ), 



2 sin a cos 2 X 
équation très simple du sphéro-nautile équiradial. 



121 
Il a pour trace 



(147) 



n n . A[oj-f — — a) 

R = 2 sin # . * \ 2 / > 



c'est-à-dire une spirale logarithmique unique [au lieu de deux 
comme à l'ordinaire (N° 139)], identique à la directrice, et dé- 
viée de l'angle 

y — a -f tang a Log (2 sin a) . 

La seconde s'est évanouie et réduite au pôle, où se trouve en 
effet constamment l'une des deux retombées de la vôule en plein 
cintre formée par la demi-caractéristique, tandis que la seconde 
décrit la courbe (147). 

Comme le point le plus haut N de ce plein cintre se projette 
au milieu du diamètre de cette circonférence, qui forme le 
rayon vecteur de la trace (147), le lieu des projections de ces 
points maxima des caractéristiques sera la spirale 

(148) R = sina.X u,+ T- a ), 

égale a la directrice et déviée de l'angle 

— — a + tang a . Log sin a . 

La ligne de faîte qui lui correspond sur la surface, en pas- 
sant par tous les points maxima eux-mêmes, est donc une 
cônhélice. Son angle constant de latitude est fourni par la com- 
binaison des équations (148) et (146), qui donne 

1 x 

2 cos* Xo = 1 , cos Xo = —i— , Xo = -7- • 

V2 * 



§ XXIII 
Cônes circonscrits 



147 

des cônes 



Cherchons le lieu géométrique des sommets (N° 106) 
es circonscrits à une sphérale quelconque, ainsi qu'a 
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chacune des sphères variables, le long des diverses caractéris- 
tiques. 

La trace du plan de cette 
dernière est MiD (fig.. 21), 
normale a la tangente MMi 
de la directrice. Si nous éle- 
vons la perpendiculaire DM* 
sur le rayon MD de la sphère 
variable, il déterminera en Mg 
le sommet, dont nous pou- 
vons calculer les coordonnées 

On a d'abord dans le trian- 
gle MOM 3 




OM 2 a = OJVf + MM«r 

Fig 21 - 2ÔM . MM* cos OMM 2 , 

r 2 2 = r 2 + (H + A) 2 -2r(H + A)cosfl, 

ou d'après la formule (116; 



rg* = r 2 -f- 



<pV 2 



<p /2 sin 2 a 



2r 



cpr 



cp' sm a 



cos a , 



1 



(149) ri =< -^ )f F* (cp 2 + <p 2 ) + cp 2 F' 2 — 2cpcp'F , 



Il vient en second lieu 

sin MOM 2 



sin OMM 2 



MM 2 OM 2 

(1 50) sin (0 - 0%) = iL±A sin a = 



cpF 



V/F 2 (cp 2 +cp' 2 ) + cp 2 F /2 — 2cpcp'F 



Il n'y a plus dès lors qu'a éliminer entre ces deux relations 
pour avoir, entre r%, 6$, l'équation du lieu géométrique des som- 
mets des cônes circonscrits. 



148. Le calcul se simplifie d'une manière remarquable pour 
les sphérales vectorielles, d'indice quelconque. Nous avons vu 
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déjà que l'expression (121) de H + A était alors indépendante 
de cet indice; il en sera donc de même du lieu en question. 
Il vient en effet 

n* = r* + ( ) — 2r ( 1 cos a = r 2 tansr 2 a , 

\costf/ \cosay 



F 2 

^«rtanga- -^ , 



et d'autre part 



sin (0 — 0*) = — tang ««1, 

(151) O-Oj + y. 

d'où, par l'élimination de 

f-(m-|) 



(152) r JS 



p (-+t) 



Pour simplifier encore cette équation du lieu géométrique 
des sommets, nous la rapporterons à un axe polaire perpendi- 
culaire au précédent, en faisant 

d'où cette équation 

r ,.-ft(yt) 

F'(0',)- 

149* Mais une dernière simplification peut encore être ap- 
portée à ce résultat. 

Convenons de formuler l'équation de la directrice au moyen 

de la valeur f de l'inverse — du rayon vecteur, et non pas, 

comme jusqu'ici (100), par celle F de ce rayon lui-même, en 
. A-9 B. 4822. 
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écrivant (') 



7 

11 suit de cette modification 

On voit donc que l'inverse du rayon vecteur du lieu des som- 
mets est, sauf le signe, la dérivée de l'inverse du rayon vecteur 
de la directrice (en ayant bien soin de faire dépendre la fon- 
ction ainsi calculée, du nouvel azimut rapporté à un axe per- 
pendiculaire). 



150 . Éclairons cette méthode de calcul par les exemples 

li ont été déia envisagés. 

Soit d'abord la spirale logarithmique 



La dérivée est — A*"~ A . Nous écrirons par conséquent, en chan- 
geant le signe 

' a -aO'* * AÔ\ A(ôt+-^-f taogaLogtanga) 

— = A* A 2 y r% = tang a .r"2*« \ a / . 

r% 

Le lieu des sommets est donc une spirale égale déviée (par rap- 
port à l'ancien axe polaire) de l'angle 

T + tang*.Log(tanga). 



(') J'indiquerai plus loin (N° 173) comment ce même changement permet 
de donner une forme encore plus simple aux équations fondamentales (122 
à 125) dos sphéralcs équiradiales. Il m'a paru toutefois plus avantageux 
de conserver jusque là nos mêmes notations. 
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Soit, comme second exemple, la spirale sinusoïde 

1 -± 

r n '=* cos" 6 , — = cos H nO . 

r 

m+l 

La dérivée est sinnO.cos n nd. Nous poserons donc 

n+l 

1 . _?±! cos tt nO 1 * 

• — = — sin n0 a cos B nu a , rj = ; s — . 

r% sin 7i0'a 

On obtient par exemple pour la parabole (n — — — ], une 

droite; pour le cercle (n= 1), une cissoïde de Dioclbs; pour la 
ligne droite (n = — 1), cette droite elle même. 
Envisageons encore les spirales algébriques 









r«0 n , 


1 

r 


-e- 


n 


dérivée 


est 


— nO- 


-*- i . Nous 


écrivons 


donc 






t 
— n 


-*«—■, 




r a « 


n 



Le lieu des sommets est d'après cela une autre spirale algébrique 
d'un ordre supérieur d'une unité à celui de la proposée. 

Par exemple, la spirale hyperbolique (n = — 1) donne, comme 
lieu des sommets, un cercle (w = 0). 

Soit enfin l'équation des coniques rapportées à leur foyer 

(16 

La dérivée est — j— sin 0, nous écrivons donc en changeant le 
signe 

Le lieu cherché est d'après cela 

r% cos = — 
c 

c'est-à-dire la directrice relative au foyer considéré. 
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§ XXIV 
Directrice en coordonnées intrinsèques 

151. Reprenons ici l'usage des coordonnées intrinsèques, 
afin de pouvoir envisager les courbes qui déjà nons ont été 
accessibles par cette voie (§ XVI), et en déterminer les surfaces 
sphérales équiradiales, dans lesquelles le rayon sphérique reste, 
comme ci-dessus, constamment égal au rayon vecteur r de cette 
ligne par rapport a un certain pôle, encore bien qu'elle soit 
représentée par son équation naturelle, entre son rayon de 
courbure p et son angle de contingence 

P-F(«). 

En faisant passer par ce pôle deux axes rectangulaires, nous 
aurons 

dx = ds cos s , dy = ds sin £ ; 

f 6 f 6 

x = I p cos e dz , y= I p sin e de . 

JQ JO 

La sphère qui a son centre au point (x, y) et comme rayon r, 
sera représentée, avec les coordonnées courantes X, Y, Z par 
l'équation 

(x— I FcossrfeJ +(y— ! Vsinerfej +Z» 

= M Vcose</ej +(l Fsine</e) , 
ou en développant 

X« + Y»+Z l -2(x I Vcossa's + Y I Fsiner/ej-0 . 
Si l'on passe aux coordonnées mixtes, on obtient celte formule 
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remarquable par sa grande simplicité et sa complète généra- 
lité. 

Pour avoir l'enveloppe de cette sphère, prenons la dérivée 
par rapport au paramètre e. Elle sera simplement 

F (e) cos (e — o>) = . 

Mais F ne saurait être annulé d'une manière permanente. Il nous 
faut donc poser 

cos (e — o)) = 0, e — 0) = -^-. 

Ce résultat est d'ailleurs conforme a ce qu'indique la figure 19 
par son triangle OMiA. 

L'élimination est maintenant possible une fois pour toutes; 
et si nous reportons cette valeur de e dans la formule (153), 
nous obtenons, pour la sphérale équi radiale d'une directrice 
quelconque, l'équation générale 

< 154 > .-2wr=X F(£)îcos(E - a>Ws - 

Le problème se trouve ainsi ramené aux quadratures. 

152* Considérons comme exemple la cycloïde rapportée a 
son sommet 

p = cos s . 
Nous aurons successivement 



2r r 0>+ ^ 

;r-r- = 4 I cos e (cos s cos o) -f sin e sin <o) Jz 

cos* À. Jo V J 

= I [cos (o ( l + cos 2e) -f- sin <o sin 2e] d (2e) 
Jo 



i * 



r . . t = 

«= cos a) (2e + sin 2e) — sin <o cos 2e 
L Je=° 

■■ [cos io (2io + %) — cos a) sin 2e + sin io cos 2a>] + sin oo 
=* (2(0 + x) cos oo — sin (2a> — o>) + sin oo , 
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et enfin 



st-( -+ t) 



COSO). 
cos* ■ - - 

On peut conduire un calcul semblable pour obtenir l'équa- 
tion da la sphérale, absolument différente de celle-ci, qui serait 
déduite de la même directrice, rapportée non plus a son som- 
met mais a son point de rebroussement, sous la forme 

p = sin s . 

153* Envisageons maintenant l'épicycloïde rapportée, soit a 
son sommet, soit a son point de rebroussement, par Tune ou 
l'autre des équations 

p = cos qz , p *= sin qe . 

Il suffira pour effectuer l'intégration (154) de décomposer en 
somme de sinus ou de cosinus le produit de facteurs. Il faut 
toutefois excepter de cette analyse l'hypothèse y= 1, car l'inté- 
gration conduit à diviser par q — 1. C'est pour cette raison que 
nous avons considéré directement ce cas, qui est celui de la 
cycloïde. 

154. On a pour la chainette rapportée à son sommet 

1 

r cos 3 s 

/cos (s — (o) , sina) . _ /s , x\ 
—2 — -</e= V cos a) Log tang ( — + --) , 
cos*e cos s ° \2 4/ 

R * . r / °>\ 

= — I -f- cos a) Log l — cot — j . 



2 cos 4 X 



Il vient pour la tractrice rapportée a son point de rebrousse- 
ment 

p = tang s , 
/ tang s cos (e— - co) r/e = — cos (s — <o) + sin co Log tang [ — - -f- — ) , 

"K 5T~ = cos w + Sln "> Log ( — COt — ) . 

2 cos* A. ° \ 2/ 
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On a encore pour la chainette d'égale résistance rapportée a 
son sommet 

1__ 

* cose 

cos (e — o>) 



coss 



(h — s cos a) — sin o> Log cos e , 



j- 

- ït-= (w+ir) cos (o — sin (o Loff (— sin eu) . 

• 2 cos* A. \ 2 / ° v ' 

Ces diverses équations ne fournissent de valeurs réelles que 
pour les longitudes négatives; ce qui est d'ailleurs conforme à 
l'allure de ces trois directrices. 

155. Envisageons enfin la développante de cercle d'ordre q, 
rapportée, ainsi que toutes les précédentes, à un même point de 
la circonférence. Elle a pour équation relative à ce point de 
rebroussement 

p = 8?. 

L'intégration (154) de la fonction efcos(e — <o) s'effectuera par 
parties, en réduisant successivement la valeur de l'exposant, 
qui est essentiellement positif. Il est inutile de développer ici 
ce procédé classique. 

Je m'attacherai de préférence a déduire de cette même 
courbe une autre sphérale équiradiale absolument différente, 
en rapportant les rayons vecteurs au centre du cercle, et non 
plus au point de rebroussement. La configuration générale de 
la surface en acquièrera d'ailleurs plus d'harmonie. 

Appelons a cet effet a l'azimut du point du cercle générateur 
qui (par une série de tangentes successivement rectangulaires 
les unes sur les autres, pour passer de chaque développante à 
la suivante), nous conduit au point caractérisé par s sur la <f 
développante. Les coordonnées rectangulaires de ce dernier 
peuvent s'exprimer de la manière suivante 

L'équation entre X, Y, Z de la sphère variable (après qu'on l'a, 
comme au N° 151, développée et débarrassée de la somme des 



136 

séries 2 qui se trouvent dans les deux membres), se réduit à 

X* + Y* + Z3-2x££cos («-*f) 

>(«-*f)=o, 



-2YS^--sin| 
o *i 



ou en coordonnées mixtes 

2^sû == rirL coswc ° 8 r" 4 ï) +s,nws,n (— *t) J 
=!lr C08 ( a - w -4)- 

Prenons maintenant la dérivée par rapport au paramètre angu- 
laire a 






Or le terme en a*" -1 de la seconde somme a pour argument 

a — a> — (A — 2) -5-. Cet angle diffère de 1c avec celui du terme 

correspondant de la première série. Leurs cosinus sont donc 
égaux et de signes contraires, et ces deux expressions se détrui- 
sent mutuellement. 11 ne subsiste par conséquent, de tout l'en- 
semble, que l'unique terme en a? de la seconde somme, car il 
n'a pas de correspondant. La formule se réduit dès lors a 

cos[^«-a>-(9-l)|-J = 0, 
c'est-à-dire 

L'équation de la sphérale équiradiale devient par la substitu- 
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tion de cette valeur dans celle de la sphère 



R 

îcosU 







/•! 



coi(j-4)j. 



Rapportons la, pour plus de simplicité, à un premier-méridien 
que nous aurons fait tourner, dans le sens négatif, de q qua- 
drants. Si nous appelons Q cette nouvelle longitude 



1 = <» + ? -^, 



« = ! 



il viendra simplement 

R AU* , .x« 

2 cos* \ kl Vï '2 

La trace équatoriale (X = 0) de cette sphérale sera donc 



*=& Q4 



o 



___ cos ( 9 ._£)_. 



Cette équation présente une forme très simple; car le facteur 
cos (q — k) — a tou- 
jours pour valeur 
l'unité avec des si- 
gne» alternatifs. 

Q k 

Tous les termes -j-r 

k\ 

seront donc de mê- 
me parité, de si- 
gnes alternés, et 
sans coefficients 
étrangers. 

Si l'on considère 
en particulier (fig. 
22) la développante 
de cercle propre- 
ment dite {q— 1), 
la trace équatoriale 
dévient 




Figr22 



R = 2Q, 

c'est-a-dire une spirale d'ÀRCHiMÈDE. 
A-9# 
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QUATRIEME PARTIE 

Lignes de courbure, surfaces podaires 

§ XXV 

Lignes de courbure en coordonnées rectangulaires 

156- Si l'on envisage les normales communes à une sphérale 
et à la sphère qui s'y raccorde suivant une caractéristique, 
elles forment un cône de révolution, dont le sommet occupe le 
point décrivant de la directrice. Ces droites se rencontrent donc 
consécutivement, et par suite la caractéristique est Tune des 
deux lignes de courbure en chacun de ses points. 

La seconde doit être normale a celle-ci. Nous possédons par 
conséquent, dans le plan tangent, qui nous est connu, les deux 
directions des sections principales. 

La tangente de la seconde ligne de courbure n'est autre que 
la génératrice NMj du cône de révolution circonscrit suivant la 
caractéristique. Cette droite se trouve en effet dans le plan 
tangent, et elle est normale au cercle de base du cône. 

Connaissant ainsi la direction 71M2 de la tangente à la proje- 
ction équatoriale de la ligne de courbure, nous pouvons entre- 
prendre d'en former l'équation différentielle. Je traiterai cette 
question successivement en coordonnées rectangulaires, et dans 
le système polaire. 

157. La sphérale nous est fournie par les deux équations 
(83), (84). Cette dernière représente le plan de la caractéris- 
tique qui correspond a l'abscisse a du point décrivant M. Si 
donc nous menons par l'origine un plan qui lui soit parallèle, 
il aura pour équation 

X + YF-O. 

Quant au plan tangent de la sphérale, il est perpendiculaire 
au rayon de la sphère, dont les cosinus directeurs sont propor- 
tionnels aux différences respectives des coordonnées (a?, y, z) 
du point N, et de celles (a, F, 0) du centre M. Tels seront 



m 

<$onc les coefficients angulaires de l'équation du plan tangent 

(155) (,r-a)X + (y-F)Y + zZ = 0. 

L'ensemble de ces deux relations représente la parallèle 
menée par l'origine a la tangente de la caractéristique; et Ton 
peut le mettre sous la forme 

X Y Z 



*F' — z (y — F) — (a?— a) F' ' 
Élevons par l'origine le plan perpendiculaire 

«F'X — zY + ïy — F — (* — «)F']Z-0. 

Il sera parallèle au plan qui serait conduit par N de manière a 
couper le plan tangent suivant la tangente de la ligne de cour- 
bure. L'ensemble de cette égalité et de (155) représente par 
conséquent la parallèle a cette tangente. 

Nous en obtiendrons la projection équatoriale par l'élimina- 
tion de Z entre ces deux formules, ce qui donne 

X {(»-«)]> — F — (a?-a) F] — *V| 
+ Y|(y-F)[y-F-( J r-«)F] + * , |==0. 

De la le coefficient angulaire de la projection horizontale de la 
tangente Cherchée 

mfn d y - (g-«)fr-F-(g-«)iH--*«F' 

K% J dx (y — Fj[y-F — (j? — «)F'J + «* ' 

La ligne de courbure étant située sur la sphérale, les quatre 
quantités x, y, z, a doivent satisfaire a la fois aux deux équa- 
tions (83), (84) qui la représentent. Nous sommes donc auto- 
risés à en déduire z et a, pour en opérer ici la substitution. 
Celle de z peut se faire une fois pour toutes. Elle donne après 
toutes les réductions 

dy fo-F)[g-« + (y-lQF3-y»F' 
dx (« — o)[jr — a + (y — F^F 7 ] — <p* ' 

expression que Ton peut encore simplifier au moyen de Téqua- 
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tion (83) sous la forme définitive 

v ' dx (x — a)<p' + cp 

Si maintenant, lorsque seront spécifiées dans chaque cas les 
fonctions F et cp, on résout cette même relation (83) par rap- 
port à a pour en substituer ici la valeur, on aura, entre a?, y, 
dx, dy, l'équation différentielle du premier ordre et du pre- 
mier degré de la projection équatoriale de la seconde ligne de 
courbure de la sphérale. 

158. Dans le cas le plus général, la trace de cette surface 
doit être l'une de ces lignes de courbure: car elle coupe or- 
thogonalement, en raison de la symétrie de la figure par rap- 
port a i'équateur, toutes les caractéristiques, aux points où elles 
traversent ce plan. 

On peut le reconnaître dans nos formules. Si Ton fait en 
effet z = dans l'équation (156), elle donne pour les points 
situés dans I'équateur 

dy x — ol 

» dx # — F ' 

montrant ainsi que l'élément de cette ligne, (de composantes 
de, dy), est normal à la droite qui joint le point considéré 
(se, y) au centre (a, F) du grand cercle de la sphère. La ligne 
de courbure est donc tangente à ce cercle, dont l'enveloppe 
constitue la trace de la sphérale. 

159. Convenons transi toi rement de représenter pour abréger 
par les lettres G, H, K, L, M, N diverses fonctions de a qui nous 
sont connues. L'équation différentielle (157) pourra s'écrire 

W+G)dy=(y< i '+\\)dx. 

D'autre part la relation (84) prend la forme 



Hl 

d'où, en substituant, 

(- Î/F'cp' + L) dy = (jrç/ + H) [- F'^ - foF" + K')] <fe . 

Il est très important de remarquer que le terme 

-V^idy, 

se trouve à la fois dans les deux membres et disparait de lui- 
même. Il reste alors une équation différentielle de la forme 

(158) M-^ + cp'FV + Ny-HK^O. 

Les équations de ce type ont été intégrées par Euler, mais 
seulement dans le cas où Ton possède directement une solutiun 
particulière. Si nous supposons l'intégration effectuée avec une 
constante arbitraire C, cette valeur de y fournira, au premier 
degré, celle de x d'après la relation (84), et la projection de la 
ligne de courbure se trouvera représentée par les expressions 
des deux coordonnées en fonction de «. Lorsque l'élimination 
de ce dernier sera possible, on obtiendra l'équation définitive de 
cette famille de courbes, dont le paramètre sera C, de mème # 
que a est celui de la première. 

160. Dans plusieurs cas très étendus, la restriction d 'Euler 
disparaît, et nous pouvons d'une manière générale ramener aux 
quadratures l'intégration de l'équation (158). 

C'est d'abord lorsque le terme en y % s'évanouit, ce qui peut 
arriver de deux manières. 

En premier lieu, pour <p' = 0, ou cp = const. ; ce qui se rap- 
porte aux surfaces- tuyaux de directrices quelconques. 

En second lieu, pour F , ' = 0, c'est-à-dire F = ?nx + n, indi- 
quant une directrice rectiligne, quelle que soit la loi du rayon 
sphérique. En un mot, c'est le cas des surfaces de révolution de 
méridienne quelconque. 

Dans ces deux circonstances, nous nous trouvons ramenés a 
une équation linéaire en y, que l'on sait intégrer au moyen de 
deux quadratures. 

La seconde simplification de l'équation différentielle (158) 
concerne la disparition du terme indépendant de y\ ce qui 
peut encore arriver de deux manières. 

D'abord pour K' = 0, ou K-=eonst. Cette circonstance est 
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facile a formuler^); mais ne semble pas mériter de retenir 
l'attention. 

Il reste enfin la seconde solution H = 0, ou, en se reportant 
à l'équation (157) 

Fcf/ — cpF , = O f — = -pr. Log ? = LogF + LogB, 

c? = RF, 

c'est-à-dire précisément la condition vectorielle, avec une dire- 
ctrice et un module B quelconques. 

Dans ces deux derniers cas, l'équation différentielle (158) 
devient 

M^+ ? 'F'y + ïty=0, 
ou, en la divisant par y 2 



U 1 ) /, • ' 



équation linéaire par rapport à 



1 



( l ) Si Ton se reporte à la relation (84) pour préciser la forme de la fon- 
ction K, il yient, en représentant 

par ~ la valeur de la constante 

K = « + FF'_<p ? ' = |-, 

2<p<p' = 2FF' + 2<x — g, 
<p* = F 2 -f a 2 — ga. 

Portons en OG (fi g. 23) la lon- 
gueur g, et par le point fixe G 
menons la verticale GH jusqu'à 
la rencontre de la circonférence 
décrite sur OP =* a comme dia- 
mètre. Nous aurons en GP la lon- 
gueur a — g % et en PH la moyenne 
géométrique entre a et a — g. En 
Fig. 23 rabattant ce segment en PK, on 

obtiendra dans le carré de l'hypo- 
ténuse MK la somme des carrés MP 2 =F 2 , etPK 2 = a(a — g), c'est- 
à-dire <p*. Telle est donc la construction du rayon sphérique <p = MK. 
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161. Attachons nous au cas des sphéralcs vectorielles pour 
le développer complètement. Le coefficient B disparait de lui- 
même de l'équation (157) qui se réduit a 

(xV + F - aF') dy = F'ydx , 

tandis que (84) devient de son côté 

(159) j^-yF' + a + FF'eos 2 ^, 

dx = - V'dy + da [- yV" + 1 + (FF" + F'*) cos 2 b] . 

Il vient dès lors en substituant 

F (1 + F' 2 cos 2 *)-$- = V'y [— yF" + 1 + (FF" + F' 1 ) cos 2 b] , 
d'où, en divisant par ?/ 2 

■4- ( 1 4- F' 2 cos 2 £) — ^ + [1 + (FF"+ F /2 ) cos 2 b] ( j- ) - F" = , 

L'intégrale de cette équation linéaire obtenue par la méthode 
classique donne 

p jr r i + (FF'/ + F'«) co^n -i 
J F L i + F2co & *& J * 

(160) y= ' /»F/ri-HFF" + F'*ico>*«n , » 

„, r f'f ,/ jtl !+*««**» j* f 

J F(l + l'*cos 2 4) 

et l'équation de la seconde famille de lignes de courbure résul- 
tera de l'élimination de a entre (159) et (160), lorsque sera 
spécifiée la fonction F. 

162. Pour présenter une application de cette méthode, con- 
sidérons la parabole 

y = aî 2 , F = a 2 , F' = 2a, F" = 2. 
La première quadrature est alors 
*U* l+6a 2 cos 2 £ 



P 



a ' 1 + 4a 2 cos 2 /» 



= s Log(a 2 t/l+4«* cos 2 £). 
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La seconde devient d'après cela 



h 



4arfa t/l -)-4a 2 cos 2 A 



L'intégrale de l'équation différentielle est donc 



__a i cos , é \/ \ + 4a*cos 2 b 
( ' y== C+/T+4«*cos«/~' 

11 vient dès lors (159) 

2Ca 3 cos 2 * 



X = CL~ 



C+v / l+4a*cos 2 * 



L'équation (161) est du sixième degré a puissances paires de a, 
et peut par conséquent être résolue à l'aide des expressions du 
troisième degré. Il suffira de les substituer dans cette dernière 
relation, pour avoir entre x, y, C l'équation de la seconde fa- 
mille de lignes de courbure, quelque soit le module vectoriel b. 

163. Attachons nous spécialement au cas des sphérales équi- 
latères, pour lesquelles le rayon sphérique reste constamment 
égal a l'ordonnée de la directrice. 

Si nous faisons cosà = 0, les deux quadratures peuvent 
s'effectuer quelle que soit cette directrice. l& première devient en 
effet 



/ 



F' /V da 

— </««LogF, e -F, 



et la seconde se réduit dès lors a 

yft 
/F'FVa^. 

L'intégrale de l'équation linéaire devient donc entièrement 
explicite 

2F 
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De son côté, la relation (1 59) se réduit a 

(163) a? = a — #F'. 

Telles sont les deux équations finies entre lesquelles il suffira 
d'éliminer a. 

164. Reprenons comme exemple de sphérale équilatère la 
parabole ( 4 ) 

y = .r*, F = a«, F' = 2a. 
Les formules (162) (163) nous donnent alors 

2a 2 4« 3 Ca 

X—CL- 



4a*+C' 4a*+C 4a*+C' 

x C ' 2* ' y 2<y+2** $ 



et finalement 



T+^-i-- 



Ponr C » 1 , et C = <x> , nous retrouvons distinctement les 
deux parties constitutives de la trace équaloriale (N° 128) de 
la sphérale étudiée ci-dessus, à savoir (N° 132) le cercle qui a 
son centre au foyer de la parabole (fig. 18), et la tangente au 
sommet. 

Les autres valeurs de C donnent des ellipses ayant pour 
petit axe le diamètre de ce cercle dirigé suivant Taxe de la pa- 
rabole. 

Si Ton reporte cette valeur de x 1 dans l'équation (105) de 
la sphérale, il vient 



( l ) On ne doit pas en cffVt chercher la solution de ce cas limite dans 
la formule (161), en y faisant cos b = 0; car nous avons été, au cours des 
calculs, conduits à diviser par cos b. 

Je ne m'arrêterai pas à développer un exemple analogue relatif à la 
parabole cubique y = &. L'équation (163) se réduit alors au second degré. 

A-10 B. 4822 
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Les lignes de courbure sont donc renfermées dans une série de 
plans se mouvant à charnière autour de la tangente au sommet 
de* la parabole directrice, depuis celui de l'équateur jusqu'à la 
position verticale. Elles sont par conséquent elles-mêmes des 
ellipses. 

Leurs projections sur ce dernier plan seront donc encore 
d'autres ellipses, que Ton obtiendrait en substituant cette der- 
nière valeur de y dans l'égalité (105). 

On voit dès lors que cette sphérale équilatère fait partie du 
groupe des surfaces qui admettent deux systèmes plans de 
lignes de courbure. 



S XXVI 
Lignes de courbure en coordonnées polaires 

165- Reprenons la même recherche pour les sphérales ve- 
ctorielles rapportées a des coordonnées polaires; a savoir r, 
pour le point décrivant M de la directrice; R, o> pour le point n 
qui parcourt la projection équatoriale de la seconde ligne de 
courbure; R, <o, X pour le point N de la sphérale dans l'espace. 

Nous avons vu que la recherche de l'équation de cette sur- 
face revient a l'élimination de entre les relations générales 
(110), (111). Nous admettons donc qu'an cours de cette opéra- 
tion, l'on a obtenu, en fonction des coordonnées R, o>, X de N, 
l'expression de l'azimut du centre M de la sphère qui s'y 
raccorde ( 4 ). 

La tangente a la projection de la ligne de courbure étant 
wM* (fig. 21), l'équation différentielle de cette courbe pourra 
s'écrire 

( 1 61) -~- =» tang OnMj « tang (MinMj — M,nO) , 

à la condition d'en exprimer le second membre en R, co seu- 
lement. 

Puisque le point N appartient a la caractéristique de rayon k 



(!) Les valeurs (196), (137), (138) nous en fournissent un exemple en 
ce qui concerne le sphèro -nautile. 
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et de coordonnées £, z, nous avons 

M,M 2 H H II 



(165) tangMi7iM 2 



M 4 n Ç |/*« — «* ^£» — R'tang'X' 



En second lieu, le triangle MinO nous donne, par la propor- 
tion des sinus 

(166) — sin MinO = sin OMm = sin OM|B' 

= cos OMnMj = cos (OMM 2 + MO «0 « cos {a + — 0|) . 

L'angle a se déduira de l'équation de la directrice en fonction 
de 0. Quant à r\ et I$ ils ont été déjà exprimés de même 
(86), (87), ainsi que H et k (118, 120). 

En remettant dans la formule (164) toutes ces valeurs, et 
finalement celle de dont nous venons de parler ci-dessus, ainsi 
que celle de X déduite de l'équation de la sphérale, il restera 
définitivement entre R, w, rfR, </o> l'équation différentielle du pre- 
premier ordre et du premier degré de la projection équatoriale 
de la seconde ligne de courbure. 

166. Développons cette marche pour le sphéro-nautile. 

Je commence par rappeler les formules obtenues à son sujet, 
en me contentant de représenter dans chacune d'elles par des 
abréviations Ci, Cj, . . ., les diverses constantes dont nous pos- 
sédons explicitement l'expression en fonction de a et b\ ainsi 
que par Fi, Fa, . . ., diverses fonctions également connues. 

Nous avons trouvé au N° 141 

(139 bis) À = rcosrtsin*£ = Cir , 



(140 bis) k = r sin b j/l — cos* a sin 2 b =* C%r , 

(,41 bis) H = r 1-cos« a sin«* 

' cos a 

(144 bis) ri = r V^sin* a + cos 2 a cos 4 b = C*r , 

/«;tu\ a a • / sin a cos a sin 2 A \ _ 

(145 bis) — 0! = arc sin ( — ) = C$ 

\ /sin t a"+ cos * a cos 4 b) 
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et enfin (N° 163) 

(166 bis) sinMinO = ~-cos(a + 6~6 i ), 

T T 

= C4 jr c° s (« + C5) = C 6 ^- , 

»« ^ Car 

tanff MjnO = — — .-=--.---_=, 
& V/R*-C 6 V 2 

H f\r 

(165 bis) tangMi7iMî = 



l/it 1 - R 2 tang 2 X \/ Cj V* - R 2 tang 2 X 
L'équation différentielle devient d'après cela 

(164 bis) R ' /w = r ° 3 * /Ri ~ C6V '- C6 /Ci"^- ^tang'X 



rf R C 3 C 6 r 2 + v/(K* - C 6 2 r 2 ) (C2V 1 - R 2 long* X) 
Représentons la en abrégé par 
R</o> 



</R 



Fi(r,R,X), 



Elle renferme encore par le facteur r, en outre des coordon- 
nées R, (o, X. Mais nous possdéons deux expressions de ce pa- 
ramètre (N° 138) a savoir 

(137 bis) = tanff a Loff \ : —. \ v^sin 2 a cos 2 X 4- cos 2 a cos 2 b 

v ° D COS A>COS 2 L 



— v/cos 2 a ^ os * X — sin 2 « cos 2 i] > = F* (H , X) , 

ainsi que 

(138 bis) - to + arc sin (-^J v/cos 2 X- i:os*â\ = <o + F 3 (X). 

\ cos K J 

Cette dernière nous permet de chasser transitoircment <« 
pour conserver seulement X. Elle donne en effet 

,/<,) = ,/0 - F' 3 (X) d\ = ( ?*± dR + ^ d}) - F' 3 (X) dX . 



149 



Il vient d'après cela, en reportant ces valeurs dans Fj 

^.F,[, A ™\ R,X] = f R ?-rfA+[Ç-F'3(X)]rfX ) 
c'est-à-dire définitivement 

("-»&)'«-(£-*•)*• 

équation différentielle du premier ordre et du premier degré 
entre R, X, rfR, d\. 

Si on la suppose intégrée, avec une constante C, et qu'on 
l'adjoigne a l'équation du sphéro-nautile 



(167) 



F*(R,X) = o> + F 3 (X), 



qui résulte de (137 bis) et (138 bis), ou possédera les deux 
équations de la seconde famille de lignes de courbure. Si Ton 
désire en particulier celle de la projection équatoriale dont 
nous nous sommes écartés momentanément, elle résulterait de 
l'élimination de X entre ces deux relations. 

La complication des calculs que nous venons d'esquisser 
semble à bon droit décourageante. Nous pouvons tout au moins 
présenter la solution complète ponr le cas du sphéro-nautile 
équiradial. Et cela suffira sans doute; car la netteté des pro- 
priétés relatives à ce cas 
jette une grande clarté sur 
l'allure de ces courbes dans 
les conditions générales. 



167. Commençons par 
envisager la question pour 
des sphérales équiradiales 
de directrice quelconque. 
Il nous suffirait a cet égard 
de supposer B = 1 dans les 
résultats précédents, mais 
nous arriverons plus dire- 
ctement par la considéra- 
tion de la figure 24 spéciale 
à ce cas. 




Fig. 24 
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Elle nous donne immédiatement 

Rrft» _ „ M,Mî H H 

-rfîT =ttang0wM '-lM- = 0«-OM, " R-^rsin* 

On a d'ailleurs 

h = MMi = r cos a , 

k = OM| = r sin a , 

# sin*« 
H = -y- = r , 

- a cos a 

et par conséquent 

ïWa> r sin* 



û^K cos a (K — : r sin a) * 
Nous avons encore (120) 

F F' 

Sin a = — ;:L^_ T _-_^rr . COS : 



|/F' + F*' t/F*+F'* 

F* + 2F' 2 -FF" 
*>- F* + F" *. 

ce qui nous permet d'écrire 

IU/0 F*+2F /a — FF" F 3 



d\\ * F* + F'* F^Hv/F^ + F' 31 — F*) 1 

ou en renversant les fractions 

F* + F 2 jn vf f ; 



Fi -(- 2F* — FF " * 1W0 F» r ' F ' 

et en divisant par K 



JL f + F" rf \R/ /1\ , •F* + F*« 

F'"F' + 2F'»-FF" dQ VR/ F* * 



. ,. . • 1 

équation linéaire entre — et 9. 



Écrivons la sous la forme abrégée 
d 



4P-»(t)+ t -. 



en représentant par les coefficients U, V, ces fonctions de 

F F» + 2F" -FF" v TT i/FHW 

F' FH-Ï 7 "* ' V*=U F2 

Elle aura pour intégrale 

Le problème se trouve donc ramené aux quadratures, et il 
ne restera plus qu'a éliminer dans chaque cas entre les deux 
équations 

r= - — 



(168) j C-fY.--"»* 

F % 
œ-fl + arctang^ — y. 

Si cette élimination reste impossible, nous possédons tout au 
moins les expressions explicites des deux coordonnées R,o) en 
fonction du paramètre auxiliaire 0. 

168. Appliquons cette théorie au sphéro-na utile équiradial, 
en traitant a comme une constante 

F = ^ 6 , F' = A* AÔ , 

,2A0 ,2A0 

F* + F'2 = 4^-; F* + 2F'« — FP" = -r-3-, 
sin* a sin 2 a 

U = A, /U</0 = A0, 
sina sin*a 
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sin* a J 2 sin a * 



u sin* a J 

\ 2 sin a/ 



-ÎAÔ 



2 sin a 
K j 



C*A«T-r-A«' 






et enfin 

(169) R = 



2 sin a 



Pour C = 0, l'on retrouve la spirale (147) trace équatoriale 
de celte sphérale-, et pour C=<x> , le pôle lui-même, auquel se 
réduit, ainsi que nous l'avons vu (N° 145), la seconde spirale- 
trace. 

Avec toute autre valeur du paramètre C, on voit que R 
s'annule pour u> = + ao. La ligne de courbure est donc, dans 
ses deux sens, asymptote au pôle. 

Elle comporte d'après cela un maximum d'éloignement de ce 
point, c'est-à-dire de la valeur de R, ou un minimum de son 
dénominateur. Et en effet le produit des deux termes qui le. 
composent étant constant, leur somme atteint ce minimum au 
moment de leur égalité 

o A ( ,, '» + T- a ) = r A ( 0, ° + f — ) , 
c— -"("•+£-), 

Si donc, au lieu de C, nous adoptons pour constituer le para- 
mètre arbitraire de la seconde famille des lignes de courbure, 
cet azimut a> du sommet de la courbe, l'équation deviendra, en 
y remplaçant C par sa valeur 

2sina.X^ + T +a ) 
(170) R= , : — r — %r % 

v J e a(w - to ) _|_ ^_a(u> - o> ) 
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L'expression Ro du rayon maximum est d'après cela (pour 

(o) = «) ) 

"(171) Ro-Mha.. A ("» + T— ). 

Cette équation, si l'on y envisage Ro et a> comme des coor- 
données courantes, représente le lieu géométrique des som- 
mets. On y recounait celle de la projection de la ligne de faîte 

( t48 )- . . , 

Supposons que, pour étudier en son particulier chacune des 
lignes de courbure, on la rapporte à un axe polaire spécial pour 
elle, et passant par son sommet, il faudra it prendre à cet effet 
comme coordonnée a zi mu la le 

Q = CD — (o , 

en déplaçant de l'angle o> l'ancien axe polaire. L'équation de 
la projection prend alors cette forme très simple 

R 2R ° 



C'est celle de la spirale de Poinsot, ou de la projection de 
Vherpolhodie-limite qui correspond au cas où la distance du 
plan fixe au centre de l'ellipsoïde générateur est égale au demi- 
axe moyen de ce dernier. 

La famille des secondes lignes de courbure du sphéro-nau- 
tile équiradial a donc la même projection équatoriale que ces 
herpolhodies spéciales, de rayons maxima gradués et disposés 
dans des directions progressivement variables. 

La disposition des lignes de courbure elles-mêmes sur la 
surface devient dès lors très nette. En son point le plus élevé, 
chaque caractéristique est traversée normalement, et parallèle- 
ment à l'équateur par une de ces lignes, qui plonge à partir 
de là sur les deux versants, pour y serpenter d'une manière 
spiraloïde, asymptotiquement a l'équateur et au pôle. 

• 

169* Prenons comme second exemple la spirale sinusoïde 

r n « cos nO , 

F=cos n »Ô, F'= — cos n nÔs'mnd, F" = (sin* »0— n) côs n nO, 
A-10* X R 4822 
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v , !=• 

- 7 « - cot nd , /F« + F' 2 = cos » nd , 

pa^F'* — FF"*=(n+l)cos > n0, 

71 + 1 

U = — (n+ I)tangn0, /U</0 = — — Logcosnfl, 

^ = cos n rar , 

V=—(w+l)sinn»cos n w0, V* J =— (n+l)siii7i0cos n n0, 

/ vr^ Udô </0 = - y cos" 2 ^" nd . 



> C + -s-côs n n0 L 



l »±1 r i _i*±i 

— = cos n nO I 



et enfin 



*±i 
2 cos n n0 
R = 



1 + 2C cos w w0 
On a d'autre part (124) 

) — o> = — nd , 



F' 
tang (0 — u>) = -=- = — tang n0 , 



n + 1 
et par conséquent l'équation définitive 



(172) R- 



2cos n { m ) 



2CcOS 2(tt n 4 )(--^ T Co) + l 



Pour C = 0, Ton retrouve la trace horizontale (128) de la 
spliérale. 



15& 

170. Considérons enfin la spirale algébrique 

F = 0», ^ = 710»-*, F" = n(n-l)0 n - 2 , 

¥' n 

F2 + 2F' 2 - FF" = 02»-2 [0* + « (» + 1)] . 

\ 2 +*V 

/Uc/0 = (n+l)Log0-Log(V/0 2 + n 2 ), 
Jurf6 == _0^ 1 _ 

v/ UrfÔ - n (02 + n* + n) 0-* n ~ 3 , 

fl2 + n 2 
**- 20*^"* 
et enfin 

20»+< V^+n* 




(173) R = 



0* + 7i 2 + 2C0 2M -t- 2, 



Il arrive donc cette circonstance singulière que l'intégration 
vient de réussir, quelque soit n, tandis que ce n'est que pour 
un nombre limité de cas spéciaux, bien qu'assez notable, que 
la résolvante (129) se prête à nous procurer l'équation de la 
spbérale. Contentons nous de rappeler les deux plus simples. 

L'hypothèse n = nous fournit une vérification. En effet elle 
indique comme directrice le cercle R = 1 . La sphérale est donc 
un tore équiradial. Ses secondes lignes de courbure sont ses pa- 
rallèles. Or la résolvante (129) donne ici = 0, ce qui réduit 

à R = — l'équation (113), et fournit ainsi en effet la famille des 
\j 

cercles appelés parallèles. 

Pour obtenir un résultat nouveau, prenons encore la valeur 

n = — 1 , qui correspond a la spirale hyperbolique. Nous avons 

déterminé sa sphérale équiradiale (132). L'équation (173) donne 

alors 

4(0 2 +l) 



R2 = 



(02+1 + 2C) 2 ' 
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et l'on en déduit la valeur 



(174) 0»y/^_(2C4-l)±-|\/RJ- 2C ' 

qu'il suffit de substituer dans la formule (130), pour obtenir, 
entre K et o>, la projection équatoriale des lignes de courbure. 

171. Les sphérales équiradiales jouissent, pour leurs lignes 
de courbure, d'une importante propriété. 

Marquons (fig. 25) en OAC, OA'iC'i, OA" 2 C" 2 , ..., une 

t \C 




suite de caractéristiques infiniment voisines. Ramenons les 
toutes au moyen de rotations C'iCi, C2C2, . . . , autour de 
l'axe zénithal, dans un même plan méridien en OAC, OAjQ, 
OA2C2, .... Traçons dans ce plan la trajectoire orthogonale 
NNiNaN3 ... de ces nouveaux cercles, et cherchons la relation 
de cette courbe avec la ligne de courbure NN'iN'^N"^ . . . 

Le premier élément NNi est mené de N normalement à OAj, 
c'est-à-dire suivant le rayon .NN1C1. Le second sera NjN* dirigé 
suivant le rayon N4N2C2 du cercle consécutif, et ainsi de suite. 
Envisageons le plan TiNiN'j formé par la tangente N{Ti de la cir- 
conférence OQAi et Tare NiN'i de la rotation qui amènerait 
cette dernière dans sa véritable situation OC'iA'i. Cet arc élé- 
mentaire est normal au méridien ZOA, par suite à NN*. D'autre 
part le rayon NNiCi est perpendiculaire à la tangente NiTj. 
Donc NN| est abaissé de N perpendiculairement au plan TiNiN'i ; 
en second lieu, à partir de Ni l'on îuéne dans ce plan NiN'i 
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normal à la tangente N'jT'i de la ligne de courbure située dans 
ce même plan. D'après le théorème des trois perpendiculaires, 
NN'i sera normal à N'iT'i, et devient dès lors l'élément de cette 
ligne qui doit, sur la surface, couper orthogonalement les ca- 
ractéristiques. La relation du rayon vecteur de l'espace ON'i 
avec sa latitude N'iOA'i est donc, pour cette courbe, la même 
que celle des éléments correspondants ONi etNiOAi de la tra- 
jectoire plane, puisqu'ils sont respectivement égaux En d'autres 
termes, l'équation entre R et X de la ligne de courbure (à joindre 
a celle de la sphérale pour représenter cette ligne) ne diffère 
pas de celle de la trajectoire plane qui relie ces mêmes élé- 
ments. Or celle-ci' est immuable, et il suffit de la trouver une 
fois pour toutes; par conséquent elle reste la menu pour toutes 
las sphêrales équiradiales , quelle que soit leur directrice. 

Rien de plus simple d'ailleurs que de déterminer cette traje- 
ctoire orthogonale des cercles qui, dans un même plan, passent 
par l'origine et ont leurs centres sur l'axe des abscisse. Ce 
sont les circonférences qui passent à l'origine et ont leurs centres 
sur l'axe des ordonnées. 'Traçons en effet (fig. 26) deux sem- 
blables cercles, ayant leurs 
centres en P et Q, et se 
coupant en N. Joignous NP, 
NQ, PQ. Les triangles PQN, 
PQO sont égaux comme 
ayant leurs trois côtés res- 
pectivement égaux. L'angle 
N est donc droit, comme 
Test l'angle O. Par suite le 
rayon de l'un des cercles 
est perpendiculaire à celui F, £* 6 

de l'autre, c'est-à-dire tangent à ce dernier. Les deux circonfé- 
rences sont dès lors orthogonales. 

172. Désignons par C le rayon OQ de l'un de ces cercles, 
on aura pour son rayon vecteur de l'espace 

p = ON = 20Q cos QON = 2C sin X . 

Mais d'autre part le rayon vecteur horizontal a pour valeur 

R = On = p cos X = 2C sin X cos X = C sin 2X . 

Telle est l'équation qui, sur une sphérale équiradiale quel- 
conque, relie les coordonnées R, X de la seconde ligne de 
courbure, et qu'il suffit de joindre à celle de la sphérale pour 
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représenter celle courbe. Or elle appartient à une sphère de 
rayon C, tangente a l'équatcur au pôle. On obtient donc, pour 
une sphérale équiradiale quelconque, toutes les lignes de cour- 
bure du second système en la coupant par la famille des sphères 
qui passent au pôle tangentiellement à l'équateur. 

Pour avoir la ligne de courbure qui passe en un point dé- 
terminé N de la sphérale, c'est-à-dire le centre de la sphère 
qui doit la contenir, il suffit de couper Taxe zénithal par le 
plan normal à cette courbe, à savoir le plan perpendiculaire à 
la génératrice NMj du cône circonscrit. 

On peut d'après cela déduire l'équation de la ligne de cour- 
bure de celle de la sphérale, en y remplaçant X par la valeur 
ci-dessus 

(175) sin2X = ^. 

D'ailleurs la latitude ne figure dans la formule (123) (d'où dé- 
coule dans chaque cas l'équation de la sphérale elle-même) que 

par le facteur — ^y , qui prend la valeur 

JL COS A 

(ne) wx R CR 



R 1+/Ï — «n'SX C+/C*— R* 



= — (C-|/C»-R«). 

De la cette double conclusion: 

1° L'on peut, si l'on possède l'équation de la sphérale équi- 
radiale, éviter la double quadrature de la méthode précédente 
(N° 166), en se bornant a effectuer dans cette équation la substi- 
tution (116), qui procurera, entre Retw, l'équation de la pro- 
jection horizontale de la seconde famille, de paramètre C. 

2° On peut inversement, s'il est impossible de déduire des 
formules (123) par élimination l'équation de la sphérale, ou si 
elle semble exiger des calculs plus compliqués, employer la 
méthode de la double quadrature pour obtenir entre R, o>, C 
l'équation équatoriale des lignes de courbure, puis alors y effe- 
ctuer la substitution inverse (175) 

c- B 



sin2X 
pour avoir entre R, a>, X l'équation de la sphérale. 
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Nous trouvons trois vérifications de ces deux énoncés en/ 
opérant, dans l'un et l'autre sens, le passage mutuel entre (127) 
et (172), (132) et (174), (146) et (169). 

173. Je tiens a présenter en outre un exemple direct de la 
recherche des lignes de courbure sans intégration. 

Envisageons pour cela comme directrice la spirale de Poinsot 
(N° 157) 

1 

r ~~ 6 . -6* 
e -\-e 

Je saisis auparavant cette occasion pour indiquer d'une ma- 
nière générale (*) comment l'introduction dans nos formules de 
l'inverse du rayon vecteur (qui nous a déjà parmis de simpli- 
fier la question du cône circonscrit) peut procurer le même 
avantage dans les formules fondamentales (123) pour la re- 
cherche de l'équation d'une sphérale équi radia le. 

Si nous prenons l'équation (106) de la directrice sous la 
forme 

en introduisant en outre la quantité auxiliaire 

cos*X 

les formules (123) deviennent 

/ r 

cos(0-a>)--^-, 8in(9-a>) — -gj-. 

En ajoutant les carrés, nous obtenons une relation indépen- 
dante de eu 

/* + /•'* = 4**, 
et en divisant membre à membre, une formule indépendante 



(i) Voy N° 147, note 1. 
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de v, c'est-a-dire de R et X 

V 
tang(0 — a>) = — ly. 

174. Ces égalités donnent pour la spirale de Poinsot 

4»* = (e 8 + é-*)* + («° - e~ 9 )* , 

2» î = e î6 + «-* 6 , 

«* 9 — 2»V-* ) +l-0. 

Résolvons cette équation, en laissant les doubles signes im- 
plicitement attachés aux racines, et décomposant les radicaux 
superposés eh radicaux simples. Il vient ainsi: 



^ + ^rî = ^+A +v /!!!: 



d'où 



«-6/2= ••»+! - /»*-! , 



e 9 + e- e = /S(»«+J), 
et par conséquent 



cos 



v/t('+^)- 



= o> + arc cos 1 



Si donc on remplace dans cette formule v par sa valeur 

1 R 

v cos 2 X 

ou aura l'équation de la sphérale équiradiale entre R, w, X. 
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Si au contraire on substitue pour v l'expression 



.1 2C 



t .__ ( c-y(?-ii«), 

on obtiendra l'équation de la projection horizontale de la se- 
conde famille de lignes de courbure de cette sphérale entre 
R, &>, C. 

§ XXVII 
Surfaces podaires 

175. Proposons nous de trouver la surface podaire d'une 
sphérale absolument quelconque, par rapport au pôle. Ce choix 
spécial ne restreint pas d'ailleurs la généralité de la recherche 
pour un point arbitraire du plan de. la directrice, puisqu'on 
peut toujours y rattacher comme pôle l'équation de cette 
courbe. 

Envisageons à part le groupe spécial de plans tangents qui, 
le long d'une même caractéristique, sont communs à la surface, 
a la sphère variable, et au cône circonscrit. L'angle d'ouverture 
2c de ce dernier nous est connu d'une manière générale (114). 
Si nous abaissons du pôle une perpendiculaire sur chacun de 
ces plans, ces droites dessineront dans l'espace un nouveau 
cône de révolution, dont l'angle d'ouverture % — 2c sera sup- 
plémentaire du celui du précédent, et l'axe parallèle à la tan- 
gente de la directrice en son point décrivant. Les intersections 
des génératrices de ce second cône avec les plans tangeuts per- 
pendiculaires formeront une certaine ligne C, et le lieu de ces 
courbes, lorsque M parcourt la directrice, constituera la surface 
podaire cherchée. L'une des deux équations de cette ligne sera 
donc celle du cône supplémentaire en question. Nous pouvons 
aisément lui en adjoindre une seconde. 

En effet la projetante OP du pôle O sur l'un des plans tan- 
gents du cône circonscrit, et la droite qui, dans ce plan, joint 
le pied P au sommet Ma de ce cône, forment un angle droit 
inscrit sur la droite fixe OMg. Le point P appartient donc a la 
sphère qui aurait OMj pour diamètre; et par conséquent la 
courbe C toute entière se trouve sur cette sphère, dont l'équa- 
tion formera la seconde relation cherchée. 

Développons ces formules, en nous limitant, comme ci-des- 
sus, aux directrices planes. 

A-ll R. 4822 
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176. Le cenlre de la sphère se trouve au milieu du rayon 
vecteur OMa = rj (149) de la courbe lieu géométrique du som- 
met du cône circonscrit a la sphérale. Elle a donc pour équa- 
tion 

(„_<■.«**)•+ („-£.«„ •,)' + «■- (lfj\ 

# 2 + y 2 + * 2 — r * (« cos 0j -\-y sin 0*) « , 
R* (1 + tang* X) — r*R (cos <o cos 0f + sin o> sin 0i) = , 

x v cos'A. x ' 

relation dans laquelle on remettra pour rj, 0*, leurs valeurs 
(149) (150) en fonction de 0. 

177. Formons en second lieu l'équation du cône supplémen- 
taire dont le sommet se trouve au pôle. 

Son axe parallèle a la tangente de la directrice fait l'angle 
0-\-a avec l'axe polaire. Il admet donc comme équation 

ys=-j?tang(ô + a). 

L'angle générateur c' = — — c de ce cône a pour sinus le cosi- 
nus de c (114) 



Or sin*/ exprime le rapport de deux distances: 1° celle du 
point (x, y, a) du cône supplémentaire a son axe de révolution; 
2° celle l/#* + y* + a* de ce même point au pôle. L'axe de 
figure ayant pour équations 

x sin (0 + a) — y cos (0 + a) = , « = 0, 

la première de ces longueurs a comme expression 



i/[rsin(fl + a) — ycos(0 + a)]* + z*. 
De lk l'équation de ce cône 

[« sin (9 + a) -y cos (9 + a)]* + «»-(*» + »« + *») (l-j,-^-), 
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ou en coordonnées mixtes 

pa -}_ p/i _ „/2 
sin 2 X + cos 2 X sin 2 (6 — o> + a) = f 2 T , 

«' 
cos X cos (a> — 8 + a) = T , 

V V^ + F" 

(178) a) — 6 = arc tans ttt + arc cos ( 7 — ) . 

V ; 5 F'^ Vco^^P+'W 

Telles sont (177) (178) les deux équations de la courbe po- 
daire C. En éliminant entre elles le paramètre 0, on obtiendra 
celle de la surface podaire. 

178. Le calcul se simplifie pour les sphérales vectorielles. 

En premier lieu les formules (149) (150) qui expriment r*, Q% 
se réduisent à (151), (152) et donnent à l'équation (177) la 
forme 

R F 2 

cos*X F' v ' 

En même temps l'égalité (178) devient 

F , / F' sin* \ 

co — Cf = arc taiiff -—y- + arc cos [ ; \ . 

6 F' \cosXi/F» + F'V 

179; Supposons enfin qu'il s'agisse du sphéro-na utile, en 
considérant a comme constante. Ces dernières relations devien- 
nent alors 

,-v-- = — e k " taner a sin (<o — 0) , 

COS 2 X o \ / 

. , / cos a sin b \ 

(o — = a + arc cos ( r ) , 

\ cos X / 

d'où, en substituant la valeur de 

R 



cos 2 X 



• I , /cosasinb\\ v r<ii-a-arccos(— — ^ 
tang a sin \a + arc cos f -— ) ! • « L (,J a Arc co * V cos \ )}, 
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Telle est la surface podaire du sphéro-nautile d'indice vecto- 
riel quelconque b. 



% XXVIII 
Surfaces antipodaires 

180. On sait d'après le théorème de Mac-Culi.agh ( 4 ), que si, 
d'une surface quelconque représentée par M sur la figure sché- 
matique 27, on prend la transformée Mi par rayons vecteurs 

réciproques, puis la podaire 
M| de Mi, et enfin la trans- 
formée M3 de M* par rayons 
vecteurs réciproques, la 
proposée M est elle même 
la podaire de M3. 

Imaginons que M soit une 
/' ^'-''7** sphérale, que nous suppo- 

serons vectorielle ( 2 ) et de 
u F . 2 - directrice quelconque. En 

appliquant a son équation 
les* formules générales de la transformation, nous obtiendrons 
celle de M|. D'après le théorème fondamental du N° 117, elle 
sera elle-même une sphérale vectorielle de même indice. La 
théorie précédente (§ XXVII) nous permet donc de connaitre 
sa podaire Ma. Puis les formules de la transformation récipro- 
que en déduiront M3. Mais cette dernière surface M3 est l'anti- 
podaire de M. Nous possédons ainsi la marche qui nous per- 
mettra d'obtenir l'équation de l'antipodaire d'une sphérale 
vectorielle quelconque. 

181. Appliquons la au sphéro-nautile, dont nous avons 
l'équation générale (137, 138). Je la représenterai en abrégé 
par 

(179) / , (R,a),X) = 0. 




( 1 ) Dont M. Humbert m'a communiqué une nouvelle et très élégante 
démonstration, encore inédite. 

( 2 ) 11 nous serait facile de formuler une méthode applicable à une loi 
quelconque © du rayon sphérique; mais je supprimerai ce développement, 
puis que la formule vectorielle nous suffit pour l'application au sphéro- 
nautile. 
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Supposons, pour fixer les idées, cette surface tournoyant dans 
le sens sinistrorsum. 

Le rayon vecteur de l'espace 











R 

P cosX ' 


donne 


pour 


la 


transformation 




(180) 


- 




Je* 


= PP' = 


RR' 

cos*X 



car la latitude X est la même pour les deux rayons, ainsi que 
la longitude <d. Il vient donc 

£ 2 cos* X 

R=— S r-, 

et la transformée Mi aura pour équation 
^*cos 2 X 



,/ £*cos 2 X \ 

f\ — Rf • <°' XJ=0. 



Nous savons (N° 116) qu'elle représente un sphéro-nautile iden- 
tique, mais procédant dextrorsum. 

La surface podaire M2 nous est connue d'après ce qui précède 
(N° 164). Représentons la en abrégé par 

F(R', a), X) = 0, 

La transformée réciproque M3 de celle-ci sera de son côté (180) 

/£*cos 2 X .A „ 

F^ ^ , a>, X)=0, 

et fera connaître l'antipodaire cherchée du sphéro-nautile (179), 

§ XXIX 
Surfaces normopodaires 

182. Au lieu d'abaisser du pôle, comme au § XXVII, des 
perpendiculaires sur les divers plans tangents d'une sphérale 
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quelconque, menons par ce point un plan perpendiculaire à 
chacune des normales de cette surface. Nous appellerons normo- 
podaire le lieu géométrique de leurs intersections. 

L'une quelconque de ces droites joint le point N (a*, y, z) de 
la sphérale au point décrivant M (r cos C, r sin 0, zéro) de la di- 
rectrice. Elle a donc pour équations 

X — rcosfl Y — rsinO _ Z 
^ ' x — rcosO y — rsinO z 

et le plan qu'on lui mène perpendiculairement par l'origine 

(182) (<c-rcosfl)X + (y-rsin9)Y + Z* = 0. 

On déterminera les coordonnées X, Y, Z de l'intersection en 
fonction de x, y, z, 0, en adjoignant à ces trois égalités l'équa- 
tion de la directrice ainsi que les formules (108), (109) qui re- 
présentent la sphérale. Il suffira dès lors, pour avoir l'équation 
de la normopodaire, d'effectuer l'élimination des cinq paramè- 
tres entre ces six relations. 

183. Si Ton substitue dans la dernière (184) les valeurs de 
X, Y déduites des deux précédentes, il vient 

(183) [(x - r cos 0) 2 + (y — r sin 0) 2 + * 2 ] Z 
-\-[(x— r cos 0) cos" + (y — r sin sin 0] rz = . 

Or l'équation (106) de la sphère variable réduit à cp 2 le coeffi- 
cient de Z; et cette même relation développée sous la forme (107) 

p 2 — 2r {x cos + y sin 0) + r 2 — cp 2 , 

(en désignant par p le rayon vecteur de l'espace) nous donne 
pour le coefficient de rz (183) 

. pi-rl — ç* 

x cos -f V sin — r = — - ±— . 

2r 

Il vient donc finalement 

<p 2 + r 2 — p 2 



161 



et par suite 

v g( ? 2 + r 2 -p*) + r(cf*--r» + p a )cose 

Y __ y (?* + r% — p 2 ) + r Op 3 — r * + p*) sin * 

184. Ces formules générales se simplifient lorsqu'il s'agit 
d'une sphérale équiradiale. Si Ton fait en effet cp = r, il reste 
seulement 

(185) X = *(t— l^+^cose, 

Y-, (l -£)+£*!•, 

Supposons l'équation de la directrice résolue sous la forme 
ordinaire, et rattachons y l'angle variable 

F F F' 

tanfftf=:=7, sina = — ■ . , cos a = 

& F l/p+f/ï y/F* + F' 2 

Les équations de la sphérale deviennent de leur côté 



(186) 






o> = 9 + a 


~~2~' 


(187) 






R = 2F sin a cos 2 X. 


On en 


déduit 


identiqi 


je ment 








p' 


R 2 


2RFsin<ï, 



a? = R cos a> = R sin (6 + a) , y = R sin <o = R cos (0 + a) , 
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d'où, en développant ces expressions trigonométriques 

i v n T/ Ksinax . / Rsina\ . ~] 

X = R (2 - — Jsinacos0 + ( 1 — Icosasinfl , 

(188)Y = ft[(2-?^)sinasiafl-(l-^)cos«cose], 

r~ « -v /- Rsin a\ 
^Z = Rtang)^l — J. 

185* La longitude o> se trouve par là définitivement chassée 
de nos formules, et la question se réduit a l'élimination de 
R, X, entre les quatre relations (187), (188). 

Pour y procéder, convertissons les coordonnées rectangu- 
laires X, Y, Z, du point quelconque de la normopodaire en 
coordonnées mixtes R', a>\ X', que nous distinguons par les 
accents de celles du point N de la sphérale. Il vient ainsi après 
réductions 

!R , cos(9-(oO = Xcose+Ysine = (2-^^Wsina, 
/ R • 
R'sin(e-a)') = Xsine -Ycos0 = M- — "— )Rcos«, 

ce que l'on peut écrire 



(190) R * s J D * -2R + R,COS .( fl - ^ = 0, 

R 2 sina u , U'sin(0 — o>') A 

H H — . 

F cos a 

En retranchant membre à membre, nous obtenons cette valeur 
* de R en fonction de et des nouvelles coordonnées 

091) R - R' P in ( ° ~ ^ ° OS (6 ~ ^ l = R' C ° S - (<? + a ~ m>) . 
^ ' L cos a sinfl J sin a cos a 

Si d'autre part l'on divise membre à membre les égalités 
(189), il vient 

.. ,. F- Rsin a 

. . tang(e-o>) = oot rt . 2F _ Rsina , 
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c'est-à-dire une seconde relation entre K et 6, distincte de la 
précédente, puisque l'une renferme R' et l'autre F. 

En éliminant R entre ces deux formules, nous formerons une 
résolvante définitive qui ne contiendra plus que 0, et pourra 
déterminer ce paramètre en fonction de R', o>'. 11 vient ainsi 

F[(co Sfl -2ung(6-a>0] = R COS(6 - q> ' + a) - 
et en substituant la valeur (191) de R 

(192) R'cos 2 (0 + « — o>') 

= F cos a [cos (0 — <o') cos a — 2sin (0 — <o') sin a] . 

186- Nous pouvons obtenir, en 0, une seconde résolvante de 
même nature. 

Il vient en effet, d'après la valeur (188) de Z, qui n'a pas 
encore été employée 

^i -vi « % /„ Rsin-a \ 
R' tang V -= R tang X Il ) , 



c'est-à-dire 

R 2 sin a 



R + R'tangX'cotX = 0. 



F 

d'où, en comparant à l'égalité (190) 

/<ft(n . sin(0 — œ')cotX' 

(193) cotX = i '- . 

7 cos a 

Nous aurons en conséquence d'après (187), (191) 

R'cos(0 + *_a>') . n qp . cot»X 

— — R = 2F sin a cos* X = 2F sin a — «-r- , 

sin a cos a r-f- cot* A. 

2X R'cos(0 + g — a>') 

"~ 2F sin 2 a cos a — R' cos (0 + a — «>') " 

Si l'on substitue la valeur (193), on obtient définitivement 

/-,wn ^, /« f /x 2F sin* a cos a sin 2 (0 — <o') 

(1 94) R' cos (0 + a - a>') = . „ /fl r^- ? - *Vr • 

v ■' v ' sin 2 (0 — a>') + cos 2 a tang 2 X' 

A-Il # R. 4822 



no 



Telle est cette seconde résolvante en 6 seul, distincte de la pré* 
cédente, puisque'elle renferme A.'. 

187* A ces deux résolvantes en-0, nous en pouvons adjoindre 
une troisième, qui n'en sera plus distincte, et ne pourrait que 
remplacer Tune d'elles; mais qui ' présentera ce caractère inté- 
ressant de ne plus renfermer la fonction F, dont la caractéris- 
tique aura ainsi disparu en apparence, puisque F' a déjà cessé 
de jouer un rôle dans nos formules, mais qui, bien entendu, 
continue d'exercer implicitement son influence par l'intermé- 
diaire de a. Il est donc bon de signaler cette relation, immuable 
dans sa forme, pour toutes les recherches de normopodaires 
de sphérales équiradiales quelconques. 

Il vient à cet égard, en divisant membre à membre (192) 
et (194) 

(195) 2 sin 2 a sin 2 (0 — to') cos (0 — to' + a) 

« [cos — <o' + a] — sin (0 — a>') sin a] [sin 2 (0 — to') + cos 2 a tang 2 X']=0 . 

La normopodaire se trouve donc finalement représentée, entre 
les coordonnées IV, to', X' et le paramètre par les trois équa- 
tions (192) (194) (195) qui se réduisent au fond à deux, entre 
lesquelles il suffirait d'éliminer 0, lorsque sera spécifiée l'ex- 
pression F, qui définit la directrice dans chaque cas (*). 

188. Appliquons cette méthode au sphéro-nautile équiradial. 

Le résultat se trouve très directement préparé, puisque nous 
n'avons qu'a considérer a comme une constante. La rela- 
tion (195) ne renferme plus alors, dans ce cas spécial, que 
par l'angle — to'. Si l'on développe les calculs, "elle prend la 
forme : 

sin 6 (0-o)') 

+ [tang 2 V (1 + cos 2a) (2 — cos 2a) — cos* 2a] sin 4 (9 — to') 

+ [tang 2 H ( l + 3 sin 2 a) — 2 cos 2a] tang 2 V cos 2 a sin 2 (0 — to') 

— tang 4 A/ cos 4 a = , 

équation du troisième degré par rapport à l'inconnue sin 2 (0— to'). 



( ! ) 11 n'y a pas lieu de se poser le problème inverse des normopodaires, 
de même que le § XXIX résont celui des pod aires, car il ne serait pas dé- 
terminé. 
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Représentons en abrégé par f(k!) la valeur de — o>' que 
nous fourniraient les formules classiques de cette résolution, 
nous aurons 

et en remplaçant dans la formule (1 94) F par e^ 

On .y reconnait l'équation d'une surface nautiloïde dérivée de 
la même spirale logarithmique que la proposée. Son profil mé- 
ridien se trouve représenté, dans le plan ZOX (o>' = 0), entre 
les coordonnées polaires p et X', par l'équation 

" cos V 

§ XXX 

Surfaces céritoïdes 

189- La notion des surfaces nautiloïdes peut sembler, a pre- 
mière vue, comporter une extension, sur la vraie portée de la- 
quelle il ne sera pas inutile de préciser les idées. C'est encore 
le règne animal qui peut en suggérer la pensée. Les collections 
paléontologiques présentent en effet, à l'époque tertiaire, et en 
particulier pour l'étage éocène du calcaire grossier, de nom- 
breux restes du genre cérite (famille des céritidés) dont le re- 
présentant le plus remarquable est le cerithium giganteum. C'est 
un fossile, en forme de cornet, qui montre, dans les grandes 
lignes de sa structure, les circonvolutions d'une cônhélice, avec 
amplification progressive de la section génératrice guidée par 
elle, analogue a celle des nautiloïdes. 

On peut donc être porté a voir là une généralisation du 
mode de description de ces dernières surfaces. Cependant cette 
manière de voir ne constitue à proprement parler qu'une simple 
apparence. Il n'y a pas au fond, pour le géomètre, une famille 
de surfaces céritoïdes essentiellement distincte des nautiloïdes. 
Nous ne sortons pas en réalité de cette dernière classe. 

Ce n'est pas à dire cependant que cette considération doive 
être écartée sans examen, et sans retenir un instant l'attention. 
La conception et l'appellation des céritoïdes peuvent rendre 
certains services. Elles sont de nature (à coup sûr pour l'ar- 
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liste, et même dans une certaine mesure pour le géomètre), a 
porter de premier jet plus de clarté dans l'esprit, que la fusion, 
un peu forcée, des deux classes de surfaces, qu'il nous faut 
commencer par expliquer. 

190. Considérons (fig. 28) dans le plan du premier méri- 
dien ( 4 ) le profil C n N , 
qui engendre un céri- 
toïde en se réduisant sur 
lui-même vers le pôle, ou 
s'amplifmnt au contraire 
dans le sens opposé, au- 
tour de son centre de si- 
militude C qui décri- 
une cônhélice, suivant la 
loi logarithmique envisa- 
gée jusqu'ici. Nous obte- 
nons une série de posi- 
tions de ce point . . . ., 
C_j, C_i, Co, Ci, Ca, ...., 
dans les révolutions suc- 
cessives du méridien mo- 
bile. 

Rapprochons de cette 
surface le nautiloïde or- 
dinaire qu'engendrerait, 
suivant le plan équato- 




Fig. 28 



rial mené par le sommet O de la cônhélice, une figure C' ti' N' , 
identique à la précédente, et dont le centre de déformation 
homothétique C décrit une spirale logarithmique de même loi 
amplificative. 

Substituons maintenant a la génératrice C n' N' de ce nauti- 
loïde auxiliaire la génératrice composite C' C n N formée d'un 
piédestal C' C surmonté de la figure C 7i N identique a C'qw'qN'q. 
Ce piédestal se dilatera pour son propre compte dans le même 
rapport que les dimensions verticales ou horizontales de l'une 
et l'autre figure, ou encore que le rayon vecteur OC' de la 
spirale logarithmique. La surface engendrée par le mouvement 
purement nautiloïde du profil composite à piédestal C' C 7i N ne 



(') Il a été expliqué (N° 82) que la génération par une courbe quelconque, 
plane ou gauche, peut toujours, dans cet ordre de questions, être ramenée 
a remploi d'un profil-méridien. 
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différera en rien de celle que produit le mouvement directement 
cèritdide de la génératrice proposée C n N . 

191. Nous pouvons donner à cet aperçu plus de précision, 
de manière à formuler l'équation générale des surfaces céri- 
toïdes. 

Considérons en effet, au bout d'une révolution complète, la 
section C' o n' N' à son retour dans le premier méridien suivant 
C'i/i'iN't. Comparons les, en cet instant, avec la situation céri- 
toïde Ci7i|Ni de C n N . 

L'ordonnée Nira'i d'un point du céritoïde se compose de 
N|N'i et de N'in'i. Cette dernière partie constitue l'ordonnée du 
nautiloïde proprement dit, à savoir (17) 

N'm'i = e*A- . y (On't . *- 2A1c ). 

Quant au segment NiN'i = CiC'< il est égal à la hauteur initiale 
A = C / C du piédestal, amplifiée dans le même rapport 

NiN'i^À.* 2 ^. 

Il vient donc pour l'ordonnée z du céritoïde 

z = N 4 n'i = * 2A * [h + Y (R*- 2ATC )] . 

Le raisonnement que nous venons de faire pour une révolu- 
tion entière, afin de mieux utiliser la figure tracée dans le pre- 
mier méridien, convient évidemment a un angle quelconque de 
rotation o>. Nous aurons donc comme équation générale du cé- 
ritoïde, en fonction de la hauteur h que possède le piédestal en 
traversant, pour a> = 0, le premier méridien 

* = *A«>[À + ¥(IU- A «>)]. 

On voit clairement dès lors, qu'il suffit, pour revenir a l'équa- 
tion des nautiloïdes (17), de considérer comme un unique sym- 
bole fonctionnel Wi (a) le binôme A + *F(a). 

192. On pourrait éprouver quelque surprise, presque une dé- 
ception, en voyant ainsi s'évanouir, quand on la serre de près, 
une généralisation qui' semblait promettre un intérêt analogue 
à celui du passage des surfaces de révolution aux hélicoïdes, 
par l'adjonction au phénomène rotatif de cette même compo- 
sante de translation suivant l'axe. Mais il est facile de faire res- 
sortir la différence profonde qui sépare ces deux cas. 
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Dans lès surfaces de révolution, toutes les trajectoires sont 
planes; aucune n'y possède la double courbure. Pour l'héli- 
coïde, toutes deviennent gauches. Dans les nautiloïdes, au con- 
traire, les trajectoires sont déjà gauches. Ce sont des cônhé- 
lices. C'est à titre exceptionnel que les seuls points situés dans 
l'équateur y parcourent des spirales logarithmiques. Il est donc 
tout simple que l'adjonction de la composante de translation 
les dénature au fond beaucoup moins. Ce n'est plus alors 
qu'une simple question de degré. Cette introduction ne fait 
que modifier l'angle des cônhélices. C'est comme si les pas de 
toutes les hélices d'un hélicoïde augmentaient d'une même lon- 
gueur; on ne sortirait pas par là de la catégorie des hélicoïdes. 

Toutefois le point de vue céritoïde. ainsi réduit à sa juste 
valeur, ne semble pas devoir disparait re du langage des appli- 
cations. On trouvera toujours plus claire la conception directe 
du mouvement d'un profil s'élevant en vrille autour d'un axe, 
que celle de l'adaptation factice à ce profil d'un piédestal pour 
imprimer à l'ensemble le mouvement nautiloïde plan. Sous cette 
réserve, cette considération du piédestal est bien cependant la 
voie à suivre dans chaque cas pour former l'équation de ces 
surfaces. 

193. Je me contenterai à cet égard d'un seul exemple, au 
quel se rapporte précisément la figure 28, dans laquelle la gé- 
nératrice est supposée circulaire. 

Il suffira pour cela d'employer l'équation de la circonférence 
dont le centre occupe le sommet du piédestal A. Elle nous est 
fournie par le triangle OCN, supposé tracé dans un méridien 
de longitude co 



CN* = ON* + OC* - 20N . OC cos NOC . 

L'angle NOC est l'excédent yj — X, par rapport à la latitude X 
du point N, de l'angle fixe yj que fait avec l'équateur OC ( 4 ). En 

second lieu, ON représente le rayon vecteur de l'espace 
On a encore 

OC= ^ 



R 



cos A 



COS 7) COS 7] 



(i) Dans ces conditions, tangyj mesure la hauteur h du piédestal au 
moment où sa projection passe par le point I de la spirale logarithmique 
directrice. 
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Enfin CN est le rayon Br, ou B* Aa> de la circonférence généra- 
trice. 

Il vient d'après cela 

H 2 . é#Au> R *A«> 

COS a X COS a Y] COSÀ COSY] 

ou en multipliant par *-2Ao>cos 2 yj 

/R*-A«> C OS Y]\ 2 /R^-Au)COSyi\ • v i i i>2 s a 

( r -) — 2( r McosfA.— yî)+I — B 2 COS 2 Y]=0, 

\ cosA. / \ cosX / 

et en résolvant: 

B^-AcocoSTi ^^ ^ c() ^ RVos ^ 

cosX \ •/ \ i/ 

c'est-à-dire enfin 
cosX . 



R = ^Au) . fcos (\ — ri) + l/sin 2 b cos 2 yj — sin 2 (k — yj)] . 

COS Y] L V ' ' J 

Telle est l'équation du céritoïde a front méridien circulaire. 
On y retrouve, pour l'hypothèse Y]=0, l'équation (6) du nau- 
tiloïde a front méridien circulaire. 

194. La section droite serait déterminée par le plan normal 
a la cônhélice directrice. Elle se rapprochera d'autant plus d'une 
forme ronde, que ce plan sera lui-même plus voisin du méri- 
dien, c'est-à-dire yj de zéro, et a de-^-; ou enfin que l'on em- 
ploiera des spirales et des cônhélices plus lentes. 

Pour assurer définitivement a la surface ce que nous avons 
appelé (N° 101) le caractère des corps arrondis, il faudrait en- 
visager le sphêro-cérùe, c'est-à-dire la sphérale vectorielle qui a 
"pour directrice une cônhélice. Contentons nous d'en effectuer le 
calcul pour l'hypothèse équiradiale. 

L'équation de la sphère variable 

(«-a)« + (y-p)* + (*- T )*-a« + p« + T « t 

se réduit à 

*» + $» + «»--2(«» + fo + ï*) = 0. 
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On a d'ailleurs 

a = * A ° cos , {J = e^ sin 6 , *f = e xb tangyj, 
et par suite: 

p2 __ 2^a0 ^ cosO+ysinO+z tang yj) = , 

-| R - = * AÔ [cos (0 - o>) + tang* */]] . 

La dérivée de cette équation par rapport a nous donne 
A* AÔ [cos (fl - a)) + tang* yj] — * A ° sin (6 - «>) - . 
Mais on tire de la précédente 



cos (0 — (o) = — -—. q — tang* yj , 
2R* A ° 



P* 



d'où en substituant ici 

(196) sinCO-^-A^. 

Il vient donc en ajoutant les carrés 

AÎ (^) ,+ ( 2 ^- langî ^= r ' 



' / p 8 y 

sin» a \2Re A V 

P* 



\2R^V 



2 tang* ï] ( -L-, ) + tang* t) - 1 = , 



— — g = sin' a [tang* nj + 4/ tang* t) — sin* a (tang* tj — 1)] , 
et enfin 

si nous représentons pour abréger par C la valeur constante 



C = sin a (sin a tang 2 yj + >J 1 — ' cos 2 a tang* yj) . 
En substituant dans la relation (196), il nous vient 
sin (0 — cd) = AC , 6 =.o> + arc sin AC , 
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et d'autre part (197) 



2C* R 2C'cos*X v 
d'où en remettant cette valeur de 6 

R = 2Ceo8 , X.<? A < <M + arC8inAC ». 
Lorsque l'on suppose vj = 0, la constante C se réduit à sina; 
AC à cos a\ arcsin AC a ~ — «. Il vient dès lors simplement 

R = 2 sin a cos 2 k . e \ * ' , 
et l'on retrouve l'équation (146) du sphéro-nautile équiradial. 

195. Terminons cette longue étude par la propriété suivante. 

La surface réciproque d'un sphéro-cêrite vectoriel quelconque par 
rapport à son pôle est un sphéro-cêrite égal, mais de sens interverti. 

Appliquons en effet le théorème fondamental du N° 116. La 
réciproque de la cônhélice directrice sera une conhélice symé- 
trique, puisque ce mode de transformation conserve les angles. 
La nouvelle directrice, qui doit lui être semblable, sera donc une 
conhélice identique à celle-ci, mais déviée sur son cône. Quant 
au rapport vectoriel, on sait qu'il est conservé sans altération. 

Plus généralement, enveloppons le plan d'une spirale loga- 
rithmique sur un cône quelconque, (et non plus de révolution), 
ayant son sommet au pôle de cette courbe. Traçons sur ce cône 
la transformée par rayons vecteurs réciproques de la ligne 
gauche ainsi obtenue, puis une ligne homothétique de celle-ci. 
Enfin développons la surface conique. Cette dernière courbe 
se transformera en une nouvelle spirale logarithmique égale a 
la première, mais de sens contraire. En effet l'enroulement, la 
transformation, l'homothétie, le déroulement constituent quatre 
opérations qui conservent les angles. Celui de la courbe avec 
son rayon vecteur doit donc rester constant. 

Construisons maintenant, pour les deux lignes coniques 
comme directrices, avec un même module vectoriel, deux sphé- 
rales. Ces deux surfaces, d'après le théorème fondamental 
(N° 116) seront les transformées Tune de l'autre par rayons 
vecteurs réciproques. La proposition précédente n'est donc 
plus qu'un cas particulier de celle-ci, relatif au cône de révolu- 
tion. 
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